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PREFAZIONE 

DELL' AUTORE 



Jil principale Oggetto , che io mi proposi nello scrivere i miei 
Elementi d^ Algebra pubblicati per la prima volta nell*an. 1794, 
fu quello di porre i giovani studiosi di tale scienza in grado di 
^ l^gg^^ senza inciampo i libri dei grandi Geometri . Dopò quel 
^^ tempo è comparsa alla luce ur^ opera molto più estesa , parto 
s. deU* insigne Geometra Lacroix, nella quale sono raccolte ed tee- 
^ curatamente esposte tutte le importanti scoperte fatte nelP Analisi 
^^fino a questi ultimi tempi . Questa opera interessante , che porta 
'il titolo di Trattato del Calcolo Diffèrenaiale ed Integrale» pre-^ 
sentando in beli' ordine e con somma chiarezza e diligenza svi'- 
\ lappate tutte quelle teorie, che erano sparse per gli Atti delle di-* 
verse Accademie, ha reso per i giovani Geometri più facile e più 
pronto r acquisto di tutte le ricchezze dell' Algebra : e di una ta-^ 
le opera raccomando specialmente lo studio a quelli tra i miei 
discepoli , i qumli avendo ben compreso tutto ciò, che ne* miei 
•Elementi si contiene, si propongono di penetrare più avanti negli 
arcani misteri della Scienza . Intento sempre a render loro pia 
piana la diffidi carriera ho aggiunto a questa terza Edizione un 
Supplemento sopra diversi oggetti, dei quali, per quanto in gran 
parte trattati siano da Laeroix , e compresi nella moltitudine 
delle, cose da lui contemplate, sembrami si possa da alcuno desi'^ 
derare un ulteriore sviluppo . 

Nel prim' Opuscolo di questo Supplemento prendo ad esporre 
i principi del Calcolo Differenziale ed Integrale secondo il nuovo 
metodo dell'immortale Lagrange « Dopo di aver procurato di 
schiarire quelle difficoltà, che possono incontrarsi nella lettura 
della Teoria delle fonzioni analitiche, ru>n mi sono lungamente 
fermato in quelle materie, che in tale eccellente Opera sono di'- 
vinamente trattate, ma piuttosto mi sono alquanto trattenuto in 
altre , le quali non vi sono che appena indicate , e specialmente 
nel mostrare la dipendenza dai nuovi principj dei metodi più im^ 



portanti del Calcolo Integrale . Avevo altre volte concepita Videa 
di rifondere tutto il IL Tomo , e fare ad esso vestire quella nuo^ 
va forma y che presenta il calcolo delle funzioni derivate; ma poi 
mi sono astenuto da ciò fare per alcune ragioni . Primieramente, 
siccome tutti i libri sono scritti nello stile usato ne* miei Elemen^ 
ti , facendo tal cangiamento avrei dovutoUungamente trattenermi 
nel passaggio dalle nuove forme a tutti quei modi di espressioni 
e di calcoli, che volgarmente si adopi-ano . In secondo luogo par^ 
mi, che nelle ricerche molto complicate non convenga rinunziare 
a quella brevità di discorso , che presenta lo stile comunemente 
adottato y e basti essere assicurato che quei modi meno esatti con» 
ducono certamente ai medesimi resultati, che con pia lungo giro 
di ragionamenti si ottengono da altri principj più rigorosi • Per 
le medesime ragioni ho creduto bene di conservare la stessa carat' 
teristica del Calcolo Differenziale per denotare le funzioni deri^ 
vate, non trovando alcuno inconveniente nelT indicare col mede^ 
Simo segno una funzione , la quale, per quanto possa avere una 
origine ed una denominazione diversa, è però la medesima in so^ 
stanza , e si forma con le medesime regole . Anzi mi è sembrata 
utile cosa, che nella complicazione dei calcoli un istesso segno 
presenti insieme alla mente tutti i principj , dai quali può esser 
nata la funzione da tal segno rappresentata. 

Il second' Opuscolo si aggira per la sua maggior parte nella 
esposizione dei principj generali , dai quali dipende la risoluzione 
diretta delF equazioni , Siccome è necessario, che sia generalmente 
te conosciuta e coltivata da tutti gli studiosi delV Algebra una 
materia così importante, la quale fin qui è in pochi libri convé* 
nientemente sviluppata, ho procurato di ctppianare le difficoltà, 
che nello studio della medesima si potrebbero incontrare . Vi ho 
aggiunte alcune altre ricerche, le quali servono a completare la 
Teoria deU* equazioni esposta nel I, Tomo. 

Finalmente il terzo Opuscolo presenta il saggio di una teo^ 
ria presso che nuova finora, ed intatta dalle ricerche dei Geoms^ 
tri, cioè della integrazione delV equazioni a differenze parziali 
finite ed infinitesime, la quale per i molti ed interessarUi usi , 
che presta alla dottrina delle Serie, merita di esser con tutta 
P impegno coltivata e promossa. 



OPUSCOLO I. 

ESPOSIZIONE DEI PRINCIPI 

DEL 

CALCOLO DIFFERENZIALE 

SECONDO IL METODO 

DI LAGRANGE, 
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L prìncipj del Calcolo DifFerensiale e dagli inventori di esso e 
da altri òeometrì, che l'hanno in ^uito coltivato , tono stati 
presentati in varie maniere più o meno rigorose, le quali però 
sono tutte soggi^tte a qualche dìifiooltà , e lasciano nella mente 
qualche dubbio suU'evideoaa dei medesimi prìncipj. Sarebbe 
inutile il ripeter qui la storia de' tentativi che sono stati fatti 
•per ìHustrara la metafisica dì questo calcolo, e condurre i d| lui 
pietodi al rigore delle antiche dimostraaioni » la quale è in mol- 
ti libri descritta. Uno dei modi i più accurati consiste nel ri« 

guardare il coeff cierite differenziale ^ come il limite » al qua- 
le va sempre più atcostandòdi il rapporto ^, quanto* più dimi* 

nuiscono le differenze finite ùa t ày^ senza mai giungervi, se 
non quando quelle differenze svapìscono ; e di qq^esta considera* 
zione ci siamo noi prevalsi nel volume precedente. Ma quao-» 
tuoque si renda con gli esempj sensibile, che un tal limite esi» 
ste ed è determiuabile, convien però confessar^ che io generale 
il rapporto di due quantità « allorché esse, cessano di esser tali, 
cioè quando divengono ambedue aeiOy non somministra alla 
mente una idea chiara e precisa. 

Dopo molti inutili sforzi è finalmente riescito ne* nostri 
tempi si sommo Geometra Ijogrange di ridane il Calcolo 

Tom. IIL I 
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renziale a qaé|la e^MensR e rigore^ die liC!bQfm|^agiMino an sem- 
plice calcolo £ÌÌìaliiio6»^8|K))(lilndQiovdi qqtfiltii^qiie eonsiderassio- 
ne ad esso straniera» e facendolo dipendere dalle regole ordina- 
rie d^P^IgebiBs £g|i «sseryò ne^ -'aK^ilvppo^ ideila' .ft^nzione 
F.{X'¥'i) y che presenta il teorema di Taylor ^ cioè nella serie 

„ . dF.x i^ d\F.x ' i» rf'F.x 

F.x^i —z — H TT--*- — T-T-^ — fr^c. 

dx fk dx» Sk.ó dx* 

il termide cKe. fholtipiit^li I éssèfé ÌI bdeftbiiénte ^iff^enziale 

dF X 

.' y e riflettendo che il medesimo sviluppo si poteva ottene- 
re indipendentemente dal Calcolo Differenziale con i metodi, 
che l'Algebra insé^nà\ ^idé c&e <klla efcroluzibhe delle funzioni 

dy 
in serie ripeter si poteva l'origine della quantità ^^ consideran- 
dola come il coefficiente di / nello sviluppo della funzione y « 
dopo di avervi sostituito x-hì in luogo di x. L'esposizione dei 
bribcipj dèi Oàledlo OifFetetiziale secottdo questo ntioTo metodo 
forma ròggétéo del presente Opuèfedlo. E poioiiè ei siamo spea* 
H6 4elrvifi dèi Calcolò Dififerenziale n^lk rioeroa' delle serie , 
procureremo di i-i*caVAre da altri pritecipj quelite, delle »qii»li ab* 
btèogaètetiiò ;^^ éfflhchè non pobsà nascere il dubbio che* noi usia'* 
tho uii vlziorò ràgtonaihentd , fkcèHdo servire alla dimestfàzione 
di un mètodo \{Xìt\Vé irérità; che dal medésime sono stabe de^ 
dotte . 

». ■ • 

Sia data una funziobe qualunque di x , che indicheremo 
eoi iegno*.i^.:p;pon^hiamoci X'^i in. luogo 4i ,dp .essendo i una 
quantità indeterminfrta, e, svolgiamola in una serie ordinata per 
le potenze positive di { . E evidente bhe il pHfìifia termine sarà 
F.Xy ed esprimendo con le Ifetttere /^, 5^ , r, ec. i coefficienti di 
i, i* ; i», èc! avremo 

' ^ JF.(à?-i.i)=F:ar-Kpi-*^i«^-ri»-#-ec. - • 

Noi chiaineìremó F.x ÌA^tìZÌ^iié pHmìtivay e j^ la Ainarfovie if^ 
rwata dà FjXy e per determinare 'n vàloi'é di p dovretho svolge- 
re in serie cim le regole dall'Algebra la funzione F.{ìd^4)^ ed il 
coefficiente , che in questa serie avrà i , Éarà il vàfoire toefoate . 
Cosi pure, ée nella funzione p porrètiib ir-4-f in luogo di ^, e 
'poi la svol^eretnò in ^rie , il c^oefiScì^óte di i sarà la'f(|nm>tte 
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prbnm iderivata da /r, a fini (diureipo il qoqie di funslone s^cs)i}dff, 
deriyata da JP,^ . Da -g^f^efjU coU'i^eMO metodo d^uxremo la 
{ua^iaae t/erza d^jcivata da F.x^ e così, in seguito: onde appari- 
aiee» ellittici foijutijpoi dexiyate.,di qu^lijiqque o^rdine si ricavano 
usa d«il':Alt^ eoa \a.ripetizioae delle medesime operazioni . Sia 
data, per eaem^pio jl^ fanfsipue w^ ; pongjiiamoci X'\4 io luogo 
di ^, e svolgendo (^H-i)* avremo a?*-H3a?*irHec., e quindi sa- 
rà ix^ la funzione prima derivata da x^ . Nellf quantità So?* 
ponghiamoci x-^i in luogo di a:, ed avxe^o 
3(x-HÌ)*=r3x?-#-6a;i-*-ec. , onde 6x è la fbpzi.oné jpeconda deriva- 
ta da «* . Di «puovo Jla quantità fyc ^ mettendovi x-^ in luogo 
di X diventa éjr-4^6f» e perciò 6 é la terza funsione derivata da 
:p* , la quelle essendo costante 9 è chiaro che le s^guen,^ funzioni 
derivate saranno tutte ^ero. ' . ' 

a. 

Quando sapremo trovare le funzioni derivate da qualunque 
funzione JF*^, avremo il valore di tutti i coefficienti p y q ^ r^ 
ec. delle poten^ di i Qello sviluppo della funzione F.(ap-4-i) • 
Ponghiamp infatti che or divenga am-/, essendo / uiìa quantità 
indeterminata e indipendente uà ì ; F.{X'¥Ì) diventerà 
F.(x-4-i-«-/) » ed è jevidente che otterremo il medesimo resultato» 
se nella sèrie » che ,rfi(itpxeAeii4ajd. valore ^ F^x-h) > {)Q<f^oao ì-h/ 
in luogo di i , o x-W in luogo di x . Mediante la prinia sostitu- 
zione quella serie diventerà 

sia, svolgendo le potenze di i-W , 

F.x-^pi-^ ^i'-f- ri*-f- si^ H-ec. 

-4-p/-4-af i/ -♦-3ri*/-f-4^i»/-Hac. 

-f-ec. 
^ereieg^i'^^'Secandii^òsdtusù^ne sj^pofighiamo cKe F-x.p^ 
y, r, ec. divengano r^pettivamente F.aF-*-J'.a:/-#-ec., 
p^f/i^^rtc, , ^.^7.4^0. , r-i-r7-i-ec. , quando vi si pone x^^l in- 

.Yece.di x,^Ia iD^deAiiW fupzione ìFXx-Ariihf) saijà ^(ap^esenta* 
ta dalla seria 

-^F.xUp'il -f^'i^Z-M-'i^Z-i-ec. 
-♦-ec, 

Qra questa due seiie dovendo essere identiche, qualunque si»- 
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no £ ed /, cotirerrà che siano i medesimi in ambedue i coèffi-*^ 
cienti di /, i/y i*/, ec. ; onde avremo /x^F'.j; » A^r:^\ òr^rq' , 
45=r', ec. Ma F.x^ p\ q\ r', ec. sono respetti va mente le pri- 
me funzioni derivate da F.x^p^ 7, r, ec.; perciò se indichiamo* 
con i segni F.x ^ F\x^ F".Xy F^,Xj ec. le funzioni prima, se- 
conda , terza, quarta, ec. derivate da F.x^ Avremo jrr^.Xf e 

p^F.x, j— j---, e y— ^, /=^_— ^, ed 
rz= — :-- > 5^^ = —,; — y e cosi m seguito. Sarà pertanto 

Quindi , allorché sapremo trovare la prima funzione derivata da 
qualunque funzione , potremo non solo trovare tatté le funzioni 
derivate di qualunque ordine , ma anche tutti i termini della se- 
rie precedente • 

3. 

Vediamo adesso» come per le regole dell'Algebra si deter- 
mini la prima funziona derivata dalle diverse specie di quantità. 
Sia data in primo luogo la funzione log.x, e ponendovi x^i in 

luogo di X essa diventerà log.(:p-i-J)rrlog.x-iJog.( 1-4— V Svolgia* 
mo in serie questa ultima quantità, e ponghiamo 

log.(i-*-->==>44-H«-^ -4-C ìl-hD^i-hec. 

*^^ \ x) X X^ X^ X* 

A^ B, e, ec. essendo costanti, ove ho lasciato il termine sen- 
za if perchè ques^ sarebbe =:log.i , che è zero in tutti i sist^ 
mi di logaritmi. Siccome 

doppio della serie precedente sarà eguale a ciò , che diventa la 

" * 'a 

medesima serie, quando in luogo di— vi si pone — -h — . Avre- 

ai ja 

mo adunque svolgendo le potenze di — -f* — V equazione iden- 
tica 
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a^— H-aB — -4-aC— :-♦- al?-- 

X X» x^ x^ 

X ap» ^ x* X* 

^ ar» ap» x^ 

-f-i62?— 7-i-ec, 

e perciò A^^BzDOf 4^-f-6C=o, B-f-iaC-i- 1 4/^09 ec. Media;)- 
.te quest'equazioni. Delle quali le quantità jÌj B , Cy ec. entra- 
no linearmente , dato il primo coemciente A potremo per esso 
determinare il valore di tutti gli altri coefficienti B, C , Dx «<?• 

e perciò il yaloredi log.iiH--^) sarà bene rappresentato dallfi 

serie assunta. Rimane però indeterminata la quantità ^; ma es- 
sa deve esser tale , perchè la serie rappresenti il valore di 

Iog.(i-««— j intatti gl'infiniti sistemi di logaritmi. In seguita 

vedremo qual rapporto ha questa quantità A con la base di cia- 
scun sistema; intanto osserveremo che il valore di ^=1 appar- 
tiene ad un sistema di logaritmi , che si chiamano naturali q 
iperbolici* Onde, se consideriamo i logaritmi di questo sistema , 

sarà la funzione prima derivata da log.ap eguale ad — • 

VE. 

Passiamo a considerare la funzione x , ove n è una quan- 
tità costante qualunque , la qual funzione poeto x^ in luogo 

«li X diventa {jm4) , e facciamo 

(.vis f% _^ «A •■ 

X-m) ==« •♦-JBÌ«4-JJ*-WI*-HeC. 



Prendendo i logaritmi iperbolici avremo 

nlog.(«^)=af»log.x-i-log.( iH»-^ SH--^ i*-i-ec.l 

e riducendoli in serie 

nlog.:r-H — i-4-ec.=;»log.ar-f- -^i-t-ec* 



n 

X 
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cioè— = — ^eacsRjp . Sarà dunque n;p la funzione 



n 

OS 



prima derivata da j?^, cioè poita F.azzjc » sarà F.xzinx^ ^ ^ 

e quindi i^'.j:=a(/^— 1)« , J?*".a?=Di(»— i)(/i'— a)a7 , ec. 

Onde avremo 



che è la nota forinpla delle potenze del binomio , la quale è cosi 
dimostrata accuratamente per qualunque valore dcul'esponen- 
te n • 

Posta jF.j:=Iog.j? , siccome abbiamo pd numero precedente 

in qualunque sistema di logaritmi F .jr^s^zzAx^ , satà 

F' .xsy-'Ax'^^ , P" .sessiAx , F"^.xsB^».iJÌa~'^,ec.Jbptxciò 

Ora se facciamo i-;!-— = alla base e dei logaritmi» avremo 

oc 

lpg.(x-«).lqg.:i?5slog.(i-*--^);=Iojg.c=j==^(<>.i- '-^lii^ -^^^^ -«e) » 

nella qaarequasione i=-rffoip»'i*^i^-^-4-6c.ì ^ ea{Mrea0a la re- 
lazione tra la quantità ^ e la base e . 

5. 

Se adesso facciamo F.xzza^ , sarà F.(a?-*4)=e/^*'; pon- 
ghiamo 

tf Sta <ff^piM-7«^H-ec. 
e prendendo i logaritmi iperbolici avrena^ 

(«w-i)iog.a3aBtiqg.«Hrlng4'***^^^'*'rr^ i*H-ec.3 
cr^log.a-4-— i-t-ec. 






onde si deduce jfcza^log.a , e questa è la funzione prima deri- 
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Tata da a . Sarà dunque F,ssrza log.a, F\xsza log.a , 



Se a è la base dei logaritmi iperbolici , che chiameremo e, 

8ÌccQme log.«=i y sarii e la funzione prima derivata da e , e 

mettendo nel valete di a la quantità e in luogo di ^ e fi^- 
cendo j7=:o avremo 

A a.d a.5.4 
dalla <}ind serl^y posta «sci, si può calcolare il valore di « • 

6. 

Per trovarti le faBaioni derivate da sen.^ e cos.x bisogna 
prima cercare le serie, che esprimono queste quantità , ed a tale 
oggetto ci serviremd delia nota equasione 

co8.(jrH-i)r=cos.rrXcos»i-— sen.tfXsta*^' • 
Ponghiamo 

sen .sar^jT-^i^ I X ' •4->42ix ^ H- J[3i7 * H-ec . 
cos.rK=:iH-JBa:*-4-Bi**-KJBa* «-i-ec. 

ove nella serie del seno abbiamo omesse le potenze pari di Xy 
e le dispari in quella del coseno, perchè sen.-- :r:=:— sen.A? , e 
COs.-»x=rcos.x . Cangiando AT in z% o ponendo nella serie del co- 
seno :v-f-i in luogo dì nù avremo ' •. 

co«.(ar-w)=:jH-B(a?-*-i)*-f.jBi (x-w)*-»-Ba(dp'4-£) «-♦-ec. 
Sostituendo questi valeii n^la equazione precedente^ e non 
consideranda che i termini,, nei quali i non supera la seconda 
dimensione y perchè qucfsti soli bastano per determinare 1 coeffi- 
cienti dèlia ^erie, otItétrèttYÒ l'equazione identica 

nBxi-^ 4J?ix»i H- 6Bax*i -H ^BZx^ì n-ec, . 
a a a 

— A^xi^ AAixH ^AA%xn — AASx^i 



8 OPUSCOLO L 

Dunque paragonando i termini simili avremo s^BzZ'^A* , 
4Btz=r^AAi, 6B%=^AA%, ^Bizz^AAi, te., \.ÌBì=3.B^ ^ 

A^ 
6.SB%n%BBi , (l.^Bìzii^BBa^, ec; onde si deduce £=>- — , 

A.i.4 ' a ò 4.0.6 ' a.c5 4.5.6 7.8 ' 

a.o ' a 5.4 d a.0.4.5 6.7 

Per trovare il valore del coefficiente A , che resta indetei^ 
minato, si osservi che l'arco è sempre maggiore del seno e mi* 

sen x 

nore della tangente ; onde sen.x<ap » ^ >x , e da que- 

p/(j-^8en."jF) 

Sta ultima relazione si deduce sen.a^.-.- >. a mot>- 

vo di [/(l'^x^) piil grande dell'unità. Ora mediante la divisio- 

ne SI trova — — =1— *••+• , cioè ■ >i— «• : dunque 

1-f.a?» JH^a ' j-to-s ' ^ 

SAVI i97 

tanto piii sarà >i— <g* . Sostituendo adesso invece del seno 

la serie y che lo rappresenta » avremo 

j A*T^ A^T^ A*±^ ^ ^ n 

a.d a 0.4.0 f* ^.4.0.6 7 
Ma se sommiamo il secondo termine col terzo , il quarto col 
quinto, ec, oppure il terzb col quarto, il quinto col sesto, «e, 
questa serie prende le forme seguenti 

a.ò a.ò.4.5\ 6.7 / a.i...9\ 10.11/ 
E se ponghiamo x tale, che sia "^ j <i, nel qnal caéo la serie 

dei seno è convergente fino dal «uo princìpio, i termini 

A^x^ A^x^ 

-T-T-— 1» -o — — J» «<^* Mwnno tutti negativi, e viceversa i 

termini i— -7 — , i— , ec. tutti positivi. Onde avremo U 

0.7 10.11 *^ 

serie 
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e paragonando qneiti limiti con quelli ottenuti di sopra ne de- 

durremo ./4>i— x* » ed A'^ a <' 5 ® siccome queste relazioni 

devono aver luogo, qualunque sia ^r, ne ricaTeremo Azzi. Poi- 
ché se A fosse maggiore delFunitày cioè se fosse ^=i-f4»y la 

relazione -<i— -^— — <i non avrebbe luogo per i valori dia? tali, 

che fosse «— t-<0 ; se poi ^ fosse <i ed =i— o, non sussistereb- 
a.o 

be il rapporto ^>i—- x*, quando x^ è<o. Sarà dunque A:t:s, 
e perciò 

r» x^ 

seutxzzx^^ — ^ -•- ' ^ ; e —©0. 

lA.d a. 0.4.0 

cos.x=i]-— H. — rr —oc. 

Adesso- per trovare le funzioni derivate da sen.^ e da gos.« 
ponghiamo nell' equazioni sen.(aH-i)=sen.:rXcos.M-co8.a?Xsen.i , 
co8«(!r-«-J)=icos.a?Xcos.i«-sen.j?X(on.i i valori in serie di sen.i e 
di cos.i, e vedremo che la funzione prima derivata da sen.x è 
sscos.x, e quella derivata da 008.x è :s— sen.op. 



Abbiamo trovate le funzioni derivate dalle quantità x , 

a f log.x^ sen.Xf e cos.^, che sonò le più semplici funzioni, 
dalle quali eoa le operazioni dell'Algebra si formano tutte le 
altre, oe p, q^ r, ec. saranno funzioni semplici Ai x^ od y una 
funzione composta Ai p^ q ,r, ec. , ponendosi a^4-i in Inogo di 
X le quantità^, 9, r, ec. diventeranno /-H/^'i-^-ec. , 4^H-^'i«^-ec. , 
r-^r'i-»-ec. , ec, e sostituendo queste quantità in j, e sviluppan- 
do i termini secondo le potenze di i, il coefficiente di i ci darà 
la funzione prima derivata da y , Vedremo tra poco il modo di 
giungere più facilmente alle funzioni derivate dalle funzioni 
composte; ma prima per maggior brevità di discorso prenderemo 
un segno per indicare le funzioni derivate. E per non allonta- 
narci dai segni adottati, se y è una funzione di x, denoteremo / 

dy 
la funzione prima derivata da essa col segno -p , ove la x che 

è nel denominatore indica che dp è la variabile, di cui y è fuik^ 
Tom. IIL ft 
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zione. Così -7- significa la funzione prima derivata da z, quati* 

do z è funzione di t • Ma convien riflettere che questa manie- 
ra di scrìyere è indipendente da qualunque idea di limiti e d'in- 

finitamente piccoli , che -^ non è che un segno^ e rappresenta il 

coefficiente di i nella funzione y sviluppata secondo le potenze 
di i, dopo di avervi sostituito oth-ì in luogo di x. Così pure 

esprimeremo col segno j-^ la funzione seconda derivati^ da y , 

e questo segno non significa che il coefficiente di i nella serie, 

che nasce dallo sviluppo della funzione ^ , dopo che invece di 

:r vi si è posto :rH-i, e così in seguito. Secondo questa maniera 
di scrivere la funzione j, allorché vi si pone x-^^ in luogo di ^ » 

.dr i» d»r i» d»r 

diventa y-M^-*-— —--i 5 t4-^<^- 

uiv^^uir j-^^jp SI dx» ^*ódx» 

8. 
Sia adesso yz^.p^ e p funzione di x, e posta a>M in luo- 
go di X la funzione p diventerà /^-*-'^-^753^-**^-=5P"^' *^" 
cendo per più semplicità i^^^g^H-eczzZ. Dunque per Ik 

medesima sostituzione y diventerà F.(p-^, cioè 

V ^ / j^ig_,_ ji£l^-4-ec.. la qual' espressione mettendovi il 

valore di / diventa 

^'P^^dx dp sk\dx^ dp \dxf dp^ I 

il coefficiente di i è =^ . -— , ne segue che per avere la 

funzione* derivata da y relativamente ad- x convien prendere Ja 
funzione derivata da y relativamente a /? e moltiplicarla per la 

funzione derivata da/;; lo che si esprime così jj=gr • ^ • 

Supponghiame che y sia una funzione òì p e y^ che noi 
denoteremo col segno F.(p, q). Nel fare la sostituzione di x^i 
in luogo di X nei otterremo il medesimo resultato , se faremo in- 
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sìéme la sastitosione nelle dae fuozioai /i e' jf , o se la faremo 
prima in v e poi in a. Sostìtaiamo adunque dr-W in luogo di x 

dn dP 

in /?, e la funzione F.(/?, q) diventerà F.{pyq)'¥Ì'^ . -^-i-ec., 

dF 
ove ^ A la funzione prima derivata da F.{p^q) presa relati va- 

P 
mente a p, considerando q come costante. Adesso nel resulta- 
to ottenuto sostituiamo x^ in luogo òì x in q , e non tenendo 
conto che dei termini moltiplicati per i otterremo 
„. ..dp dF .da dP . .. 

^.(/>,y)-N^.^-*-'2S--^»«q«>ndi 

dy^dP dp dP d^ 

dx'^ dp ' ISx dq ' djp ' 
Così pure 9 se j è funzione dì p, q^ r rappresentata da 
F{Pf fy r), troveremo nell'istessa maniera 

éL—éE dj^ dP d£ dP dr^^ 

dx'^ dp ' dx dq ' dx dr ' dx* 
onde si può concludere in generale, che la funzione prima deri- 
vata da una funzione composta di più funzioni particolari sarà 
eguale alla somma delle funzioni deriviate prese relativamente a 
ciascuna di queste particolari funzioni, considerandole come se- 
parate e indipendenti tra loro. Con questi principi si potrà tro- 
vare la funzione prima derivata da qualunque funzione, qualan* 
que sia il modo della sua composizione , come pure le funzioni 
derivata degli ordini superiori, 

9- 

Ma la funzione y può non esser data esplicitamente per x , 
è solo da una equazione tra jp ed y. Per esaminare quest'ultimo 
caso incominciamo dal riflettere, che se l'equazione ^,xzso è 
identica , qualunque sia il valore di^, saranno pure identiche 
tutte Tequazioni, che nascono da questa , se invece di ^.x vi si 
pone una funzione derivata da essa di qualunque ordine. Poiché 
punendo «-w in luogo di x l'equazione ^^jp^pc^ diventerà 

^•*'*^3^'*'"" • j^-*-®c.ssc, e dovrà essere identica qualunque 
sia il valore di », e perciò i coefficienti delle diverse potenze 
di i saranno eguali a zero, o sia l'equazioni ^2=0, ^-^=o,ec. 
saranno tutte identiche f 
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Data adesso ia generale tra x eà y T equazione F,(Xyy)zzio ; 
mediante la di lei risoluzione sarebbe y una funzione di x , che 
denoteremo per f.x^ sostituita la quale in luogo di y la funzio- 
ne F.{x^y) diventerà una funzione di x sola, che chiameremo 
(p.Xi e sarà f.xzzo una equazione identica , e perciò sussisteran- 
no r equazioni ^=o, j-^=io,ec. Ora abbiamo 

^.x:^F.{Xff.x)zizF.(xyy)^ e siccome y è funzione di Xj a ir re- 

._. rf^ dF dF dy ^ -, . d<ù . j ^ 

™^ (8) 5^^^ 5x"*"5" • T" ' *^^°^^® r equazione ^=o ci darà 

dP 

dF dF dy , „ i • • mi j- ^X dv 

— -H— r- . -r-=o, dalla quale si ricava il valore di -r-:=— . 

dx dy dx ^ dx dF 



da 
una 
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equazione qualunque tra a?, ed y, 1* equazione sussisterà ancora 
tra le funzioni prime derivate da tutti i suoi termini, come an- 
cora tra le funzioni derivate seconde, ec. , e più generalmente 
sassisterà qualunque combinazione, che si faccia della equazio- 
ne primitiva, e di quelle che contengono le funzioni derivate . 
A tutte queste combinazioni daremo il nome d'equazioni deri- 
vate, e le chiameremo del primo osecond* ordine ec. , secondo 
che conterranno le funzioni derivate prime o secondo, ec. 



IO. 



Nella teoria precedente abbiamo supposto, che qualunque 
funzione di x^i può esprìmersi per una serie della forma 

• F.X'-^ip'^i • yn-i • r-f-i * ^-»-ec. 
Nel percorrere le funzioni piii semplici abbiamo trovato, che es- 
se erano suscettibili di una simile forma, e dal modo, con cui 
abbiamo ridotta la ricerca delle funzioni derivate dalle funzio- 
ni composte a quella delle funzioni semplici » potrebbe dedursi 
che la nostra supposizione ha luogo anche riguardo alle funzio- 
ni composte. Ma a queste verificazioni indirette sarà bene l'ag- 
giungere un'altra dimostrazione, dalla quale più chiaramente 
vedrassi, se la regola generale può esser soggetta a qualch' ecce- 
zione . 
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PrimieramenCe siccome facendo nella serie x=ro essa dere 
ridursi al primo termine F.x, è chiaro che non può contenere 
potenze negative di i , le quali posta i=zo diventerebbero infi- 
nite: vediamo adunque se la medesima serie può contenere po- 
tenze fratte positive di i • È evidente che, se la funzione F*x 
non contiene alcun radicale , non ne conterrà né pure la funzicH 
ne i^.(x-f-i) ; onde i radicali di i non possono nascere che da ra- 
dicali già esistenti nella funzione F.x^ e la sostituzione di x-^-i 
in luogo di X non può né crescere né diminuire il numero di 
questi radicali » né cangiarne la natura » quando x ed i sono 
quantità indeterminate . E noto ancora che le funzioni irraziona* 
li hanno tanti valori differenti, quante sono le combinazioni che 
possono farsi dei valori diversi di ciascun radicale in esse conte- 
nuto . Quindi apparisce che, se lo sviluppo della funzione 

m 

F{x'^i) contenesse un termine della forma ui , la funzione F.x 
sarebbe irrazionale , ed avrebbe un certo numero di valori di- 
versi , il qnale do vrebb* essere lo stesso per la funzione Jl[j;<4-i), 
e pel di lei sviluppo . Ma questo sviluppo, essendo espresso dal- 

m 

la serie F^x^^pi-^i^ . • . . -i-tti -f^c, conterrebbe tutti i va- 

Tìl 

lori di F.X combinati con eli n valori di i '^ ; e perciò avreb- 
be più valori lo sviluppo della funzione ^.(x-HÌ) di quelli, che 
ha la medesima funzione: lo che è assurdo. 

II. 

Il fondamento di questa dimostrazione consiste nel dover'es- 
sere il medesimo il numero dei valori differenti tanto della fun- 
zione F.x 9 che della funzione jP.(x-t-i). Ciò è vero in generale, 
quando x ed i si mantengono indeterminate , perchè i radicali 
contenuti in F.x si trovano egualmente in F, (t-«-ì) , se non che 
nella prima funzione in voi vono la variabile x^ e nella seconda 
la variabile x-«-i . Ma può non esser vero , se x cessa di essere 
indeterminata 9 poiché un valore determinato a di x può di- 
struggere qualche radicale nella funzione F.x, il quale esisterà 
sempre nella funzione F.(x«i-x)y perchè la quantità a-i-i si man-* 
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tiene indeterminAta • Qaindi U forma da noi attribuita allo svi- 
luppo della funzione F.(4P-f4), la quale hA sempre luogo quan- 
do ^ è indeterminata, può non convenire alla medesima fun- 
eione nel solo caso» in cui x abbia un valore determinato • Elsa- 
miniamo pi^ accuratamente questa eccesdone alla .regola gene- 
rale • 

la. 

Un radicale può sparire dalla funsione F.x in due manie- 
re, o perchè, divenga nullo il coefficiente del radicale» o perchè 
si annulli il radicale medesimo. Nel primo caso il radicale può 

dF d^W 
sparire in alcune delle funzioni j- » --— , ec.» e non nelle altre» 

Soichè il radicale acquistando diversi coefficienti nelle funsuoni 
erivate» questi coemcienti possono o prima o poi divenir tali » 
che non svaniscano nella supposizione del medesimo valore di 
X • Nel secondo caso il radicale dovrà sparire in tutte le funzio- 
ni derivate all'infinito» perchè si suppone che il radicale mede» 
Simo svanisca. Ma siccome il radicale sussiste sempre nella 
F.(x-»-i)» ove i è una quantità indeterminata» la serie 

rr dF l'a d^F ^ 1 

i^x-4-i-^-4-— -T— -*-ec. non rappresenterà esattamente lo svi- 
luppo di F{x^) » che in quanto vi si troverà il medesimo radi- 
cale: essa sarà perciò legittima nel primo caso» ma non lo sarà 
nel secondo . 

i3. 

Sia j una funzione di x » in eui per un dato valore di x 
sparisca un radicale» il quale però si mantenga in ^; è chiaro 

dy 
che io grazia di questo radicale la funzione -j- avrà per questo 

valore di x un maggior numero di valori differenti » che la 

dv 

funzione j» e non potrà perciò la funzione ^ esser data da 

una funzione di « ed y» la quale non contenga questo radicale. 
Ma se dalla equazione yzzÉ.x si elimina questo radicale » e si 
rappresenta per F==o 1* equazione che ne risulta » e si passa alla 
equazione prima derivata da questa» essa (9) avrà la forma^ 
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A-^^Bzsb y èssendo A e B funzioni di x ed j. Questa eqaa«- 

zione 9 che ci dà generalmente il valore di ^ , quando x è in* 

determinata , non ce lo potrà dare pel dato valóre di x, perchè 

le quantità A e B non contengono il noto radicale, onde i va- 

dy 
lori di ^ sarebbero dello stesso numero, che qnei di y. Ma sic- 

dv 

come r equazione A-^'^Bszo deve aver luogo anche per questo 
valore di x , dovrà sussistere indipendentemente dal valore di 
-~-, e perciò sarà in questo caso Azzo e Asc , ed il valore 

di 3^ comparirà sotto la forma indeterminata «- • 
ax ^ ^ o 

Non potendosi per questo valore particolare di x ricavare 

dY dir 

il valore di ^ dalla equazione A-^^^Bzzo , che è identica , 

passeremo all'equazione seconda derivata, la quale (8) avrà la 
forma 

jd^y dA/d^» /dà dS\d^ dB^ 

dx^ dy\4*} \dx dyjdx^ dx 
Questa ci dà in generale il valore di ^^^ » nia nel caso nostro e^ 

sondo ^=o sparirà il termine che contiene -7-^ , e l'equazione 

dY 

rimanente in ^ essendo del secondo grado ci darà due valori di 

dy 

— corrispondenti a ciascun valore ài y. Se anche l'equazione 

seconda derivata fosse identica pel dato valore di x^ converreb- 
be passare all'equazione terza derivata, e cosi in seguito. 

Qualora per un dato valore di x svanisse un radicale in y 

e in -^ senza svanire in «^^ , è evidente che bisognerebbe ap^ 

plioare alla ricerca di ^f^ in questo caso partijcolare un ragiona- 

dy 
mento analogo a quello usato di sopra relativamente a ^; e co- 

A del resto . 
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Sìa per esempio y^(j?— a)p/(x— A) , avremo 

-^=i/(j?— &)-«- ^""^ ■ e nel caso di xzza sparirà il radicale in 

y ^ ma non lo ^ » in modo che sarà yzzo^ e 'T'Z:^/{a^)^ cioè 

dr 
il valore di y sarà semplice , e doppio quello di -p • Se adesso 

eliminiamo dalla proposta il radicale [/{x'^) rìducendola alla 
forma razionale ys— (j;— a)*(x*^)=o» ne dedurremo l'equazio- 
ne derivata ay^— •2(«— a)(jr— A)— '(jt— a)*=ao » la quale posta 
xzza si riduce a 0=0 . Perciò passeremo alla equasione derivata 
seconda ay^rj"***!^) — a(a>-A)— 4(*-^)=o, dalla quale nel 

caso di xzza otterremo ^f-^) «— a(a^)=:o , e quindi 



2^=::t/(a— A), come sopra 



14. 



Il medesimo metodo si può generalmente applicare alla ri- 
cerca del valore di quelle frazioni , che in qualche caso partico- 
lare compariscono sotto la forma indeterminata --- • Sia jg quel- 
la frazione in cui il numeratore ed il denominatore divengono 
zero quando x=^a , e ponendola =j avremo l'equazione By^iA, 
la quale si verifica nel caso di xzna indipendentemente dal vaio* 
re di jy che perciò rimane indeterminato. Prendendo l'equazio* 

ne derivata avremo £~^h- -t- y:= -r-» e siccome nel caso di xzsa 

dx ajf' dx 

dA 

svanisce B, avremo in tal caso yr:^-^» e questo sarà il vaio- 
lo 

dx 

re cercato della frazione ^r • Ma se anche -r- e -?- svanissero 

B dx dx 

dA dR 

nella medesima supposizione, ponendo -j- in luogo di ^ e -^ 
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io laojgo di B tTremmo nella 8te98a maniera y:s:—^ , e così in 

€± 
seguito. Onde in generale il valore della fraaione ^ sarà SflL. , 

essendo — * e — — le prime funaioni derivate^ che non sva- 

dx dx 
niscano insieme allorché vi si pone ^rsa. Cosi o prima o poi 
giungeremo certamente a trovare il vero valore della frazione 

^ , poiché non é posiibile che tutte le funaioni derivate da una 

funzione di x all'infinito svaniscano per un valore particolare 

01 X. Infatti siccome Faxh4)zzF*x^i -r--»- — t-T'^^c*» *• 

^ / dx A dx^ 

dF d^F 
nel caso di xzza fossero aero tutte le funzioni F.x, -j- 9 -j^ f 

d^F 

2J7-, ec. all'infinito, sarebbe jP.(a-4-f)=o, lo che è impossibile» 
perché la quantità i é indeterminata. 

i5. 

A 
Ma una funzione -^ comparisce sotto un aspetto indetermi* 

nato 9 anche quando la supposizione di ^r=:a rende infinita tan* 
to A che B . Allora sarà inutile il metodo precedente , perchè 
tutte le funzioni derivate da ^ e da B saranno sempre infinite 
nel caso di x^al Per rinvenire il modo, con cui in simili Circeo 
stanze dobbiamo condurci, passiamo a considerare quello che 
succede» quando la supposizione di viza ik sparire dalla funzio- 
ne F.x un radicale renaendolo nullo, nel qual caso esso sparisce 
ancora in tutte le funzioni derivate. Ma siccome questo radica- 
le si mantiene nella funzione F.(ap-4-i), deve aver luogo anche 
nello sviluppo di essa» e poiché non può iovolvere la or, convie- 
ne che implichi la i ; onde lo sviluppo dev^ contenere delle po- 
Tom. III. 3 
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tenze irrazionali di i • Infatti se F.x contiene la quantità l/^ X , 
ore X è una funzione di x che svanisce quando xèza y poato 
x-f* in luogo di X la quantità X diventerà «-^-i — j^^ * ce ., 

perchè in questo caso è Xzzo , e 1/ X si cangerà in 

conterrà il radicale \/ ^9 e dovrà ancora oouteoerlo lo svilup- 
po di JF'.(^-f-i) secondo le potenze di i . 

Per vedere ehe cosa ci dà allora lo sviluppo illegittimo 

« . dF.x ia d^F,x •.-!.. j ^ ^ 

F.X'^i — T-*«+' — —7— -«-ec,, 81 osservi che siccome a? ed * entra-' 
dx a dx» 

no egualmente nella fanaione F.{x^) , le funzioni derivate da 

questa saranno le medesime prese relativamente ad a? o rela-* 

tivamente ad i » poiché accrescendo x o i della medesima 

quantità V istesso risulterà V accrescimento di x-i-f . Quindi 

.ara éfHf±i)-.^^<'-^') d^F{x^i) _ d^F\x^i) 

**"^ dx - 5i~" ' ^« - dia * «e., e per. 

CIÒ — 5~= — J-sT— ^ , -7 — = I ). s-,ec., purché ne aecpndi 

dx rfi * dx^ dt» '^ 

membri di qaest* ultime equazioni si faccia i=o • Ciò po- 
sto , se nel caso di ^r=:a lo sviluppo della funzione F.(j?-i-i) 

deve contenere un termine Ai » ove A è funzione di a , ed 
m non è ub numero intero positivo» è chiaro che gli sviluppi 

- „ ^ . . dFJX'-fi) rfaF.(a:H-£) - 

deUe fanziom — ' i ■■ ' , ■ ,,^ — , ec. dovranno contenere' i 

termini mAi ~" » a9»(i7t— i)^i » ec«, e perciò posta i=o 

m t* • • -m dF X d^F.x 

le funzioni F.x » ^'— » ^ > ec. conterranno respettivamen- 

VftV ■MB V ^g^^ _ ^^ 

te i termini Ao , mAo ,m(iii— 1)^0 , ec. Se me un 
numero qualunque negativo , tutti questi termini riesciranno 
infiniti: se m è un numero positivo non intero, ed indichiamo 
per n il numero intero più prossimamente maggiore di m, è 

evidente che il termine m{m^i) . • • (iti— ^i-»-i)itfo''^""'^9 e tutti 



\ 
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i seguenti saniiDO infiniti » e guindi la funsìone derivata 

- " * ■ e tutte le seguenti riesciranno infinite. £ se — -^ è la 
ix dx 

prima funsione che divenga infinita, il vefO sviluppo di P.{x^) 

dovrà contenere un termine della forma Ai y ova im è un nu- 



mero compreso tra /i— I ed /i. Onde se tutte le funzioni in- 
cominciando dalla prima F.x sono infinite, il vero sviluppo di 
jP.(:p-i-f) non conterrà che potenze negative di J • 

i6. 

In questi casi, ne* quali è erroneo lo sviluppo generale, per 
ottenere la vera forma dello sviluppo di jF.(x-4-ì) bisognerà inco« 
miociare dal porre x eguale al dato valore a, e poi sviluppare 
la funzione /^.(o-t-i), avuto riguardo alle potenze fratte o ne* 
a ti ve di i in essa contenute. Prendiamo per esempio 
~^.Ar:=(x— a){/(ap«— 6)9 ove la supposizione di x=i& rende nullo il 
radicalei e la forma generale dello sviluppo di F,{x-¥i) riesce 

perciò difettosa. Ed invero si trova -3 — =a/(x— AW* ^ ■ , > » 

»* ^ ^ ^/(x^^) 

cioè infinita quando x:sA , pel medesimo valore saranno in* 
finite tutte le altre funzioni ■ - ■ - ^ ■, ec. Adunque il vero svilup- 

zoo 

pò dovrà contenere un termine i , ove m è un numero com* 
preso tra o ed i : ed infatti se ponghiamo xrzh^i , la funziono 

f S 



t 



F.X diventerà (&--a^)l/i , cioè (i^ì ^^i^ . 

Con un metodo simile si troverà il valore di quelle frazio» 
ni , le quali si mantengono sempre indeterminate per un dato 
valore a di jr, per quanto si prendano le funzioni derivate dal 
numeratore e dal denominatore, le quali sono tutte infinite. Si 
porrà x^ui^i in queste frazioni , poi si ridurranno in serie se» 
condo le potenze cresoenti di i , e po^ta i^o il primo termino 
della serie ci darà U valore della frazione nel caso di 



»7- 

La medesima teoria, che ci ha condotti al generale svìIup-> 
pò della funzione F\x^) secondo le potenze di i^ ci sarà ntile 



V, 
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ancora per conrertire in una serie ordinata per le potenze ascen- 
denti di X una funzione qualunque di jp. Infatti l'equazione 

\ ' ite a dx^ 

avrà luogo anche posta xnx), purché in questo caso alcuna delle 

funzioni F.x » "^^T* ^^' ^^^ dÌTenga infinita. Se dunque pon- 

dF X d^F X 
ghiamo F^ F', F' , ec. essere i valori di F^ , -t-— , ■ ' , ec. 

allorché x:so, avremo 

a a.d 

Adesso potremo prendere x in luogo di e , ed otterremo 

F.xzzF^xP^ i!^F V Ìl!.F".wo. 

a a.j 

Se la funzione di x non sarà data esplicitamente» ma di* 
penderà dalla equazione F.{x,y)zso, converrà prima da queata 

ricavare i valori di ^ , -^9 <h>1 metodo insegnato di sdpra (9), 

poi chiamando Y,Y* , Y\ ec. ciò che divengono le quantità y » 

—• y ^j^ » «e. y allorché vi sì pone xssDt avremo 
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ed é chiaro che tante serie otterremo per determinare y , quante 
sono le radici della equaaione J!'.(o,3r)=o. In tal modo potremo 
esprimere il valore di y^ quando sarà suscettibile di questa fop- 
ma» e ci accorgeremo che essa non ha luogo, quando troveremo 
alcuno dei coefficienti F, P^ec. infinito. In questo caso , che 
corrisponde a quello , in cui il generale sviluppo della funzione 
F,{x^) diviene illegittimo , converrà ricorrere ad altri artifizj 
per trovare la vera forma dello sviluppo di y secondo le poten- 
ze .di X. Noi abbiamo altrove imperfettamente accennato il me- 
todo da tenersi » parlando degli asintoti delle curve , ma per la 
di lui importanza l'esporremo adesso con maggior generalità ed 
accuratezza . ^ 

Io* 

Sia data adunque una equazione tra x, ed y, la quale sup- 
ponghiamo che sia libera dalle frazioni e dai radiódi complessi » 
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ecl abbia perciò la foTtna 

Ax y ^A» y ^A'x y •4-ec.=o , 
ove A^A\ ec. sono quantità costanti , ed m^nf^m' , n\ ee. nur 
meri interi o fratti 9 positivi o negativi» e si voglia trovare la 
serie 

yrzax^ "^ar -Hca?^ -♦-ej? -t-ec. 

che rappresenta il valore di y . Questa serie può essere o ascenpii 
dente, cioè ordinata per le potenze crescenti òì x,o discendente 
o sia ordinata per le potenze decrescenti di x. Noi considereremo 
il primo caso, perchè da esso potrà facilmente ricavarsi il meto^ 
do, ohe convien tenere , per conseguire una serie discendente. 

Facciamo per più semplicità j' eguale a tutti i termini del- 
la serie eccettuato il primo , in modo che sia yrsiax -4^' » e so- 



stituendo questo valore di y nella equazione proposta otterremo 
Aa X ^Aa x •+--/« a x •♦-ce. 



•4-ec. 

In questa equazione, che deve essere identica, il primo membro 
è una serie ascendente secondo le potenze di xy onde se gli espo* 
nenti a, fi^ y, ec. fossero dati , il paragone dei termini simili 
ci darebbe il valore dei coefficienti a, ù^ e, ec. ; e segnatamene 
te si otterrebbe il valore di a dal porre :so la somma dei coeffi- 
cienti dei primi termini della equazione precedente, cioè di 
quelli che contengono la più piccola potenza di x . Ma come po- 
tremo sapere quale sia la più piccola potenza di x^ quando a 
è indeterminata If Converrà determinarla in modo, che almeno 
in due termini della equazione x abbia il medesimo esponente , 
il quale sia insieme minore degli esponenti di tutti gli altri ter^ 
mini ; acciò dal confronto di due termini simili si possa dedurre 
il valore del coefficiente a . E qui si rifletta che le più piccole 
potenze di x non potranno trovarsi in quei termini, che con- 
tengono y\ perchè y comprende per ipotesi potenze superiori 

ad of^ • Onde in questa ricerca doyremo aver riguardo a quei 
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•oli termini, che sono iadipendenti da jr* , cioè a quei ioti che 

oascono ^al sostitairsi xi«lla proposta ax in luogo di y . Uno 
qualunque di questi termini dorrà paragonarsi con ciascuno d^> 
gli altri, e dovranno ritenersi quei valori di. a*, i quali rèndono 
in due o più termini gli esponenti eguali, e questi minori degli 
esponenti degli altri termini. Per diminuire la lunga molestia di 
questi confronti, molti dei quali riesciranno inutili, noi espor* 
remo un bel compendio di calcolo, il quale si deye al sommo 
Oeometra Lagrange. 

Data la serie degli esponenti 

m-^na , m'-hn'a^ /n'--i-7i"« , m'^-wi'"», ec. 
si tratta di determinare il valore di a in modo, che dae o piò. 
termini della serie siano eguali tra loro e minori di tutti gli al« 
tri. Se la n fosse eguale in due termini, converrebbe ritenere 
il termine in cui la m corrispondente è minore, e rigettar l'altro 
in cui la m è maggiore , perchè questo termine è Sempre più 
grande di quello , qualunque sia il valore di a . I numeri i», n\ 
fj\ ec. essendo così tutti diversi, suppongo che i termini della 
serie siano in modo dÌ!»posti, che questi numeri n, n\ n" ec» 
forminovuna serie crescente, ove i numeri negativi devono con- 
siderarsi come più piccoli dei positivi, e tanto più piccoli, quaio* 
to prescindendo dal segno sarebbero maggiori; di maoiera che 
per esempio si deve scrivere —7 prima di —3, • —3 prima di a. 
Ciò posto si paragoni il primo termine della serie con ciascuno 

dei seguenti , e si otterranno per a 1 valori -^^^r^ » n''^n * 

, v^^^ ■ , ec, i quali per più semplicità chiameremo a', a", ^"\ 

ec. ; onde sarà 1»— m'=z(n'— »)«' , m^^'zz{n'^^^ji)af\ 
nj— /ft'"s:(;i'"— n)a'" , ec. Avremo adunque 

Perciò , se chiamiamo s il primo termine della serie , essa potrà 
porsi sotto la forma 

Adesso si vede «chiaramente , che posta ùk eguale alla più 
grande delle quantità a', a"^ a"\ ec, che sia per esempio »"', 
il termine corrispondente a questa quantità a"' cioè il quarto sa- 
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rà egnale al fwpo e minore di tutti gU altri , perchè i numeri 
n^-^n^nJ'-^ny ec* sono tatti positivi . Se delle quantità a' , a",ec* 
due o più fossero eguali tra loro, e maggiori di tutte le altre ^ 
posta a eguale a queste quantità, si avrebbero altrettanti termi- 
ni eguali al primo n e minori di tutti gli altri . Trovato cosi un 
'Valore soddisfacienJMs di a , vediamo se ve ne sono altri , che al>< 
biano le medesime condizioni • 

Primieramente non potrà a avere un valore maggiore del- 
la più grande delle quantità a! y a'^ec.^ perchè sarebbe in tal 
caso il solo primo termine minore di tutti gli altri , giacché tan^ 
to i numeri /»'—», »"— /i, ec. , che le quantità a— a' , a--a'^ ec. 
riescirebbero tutte positive. Non potrà dunque a avere che un 
valore minore della più grande delle quantità a' , a" , ec. » la 
quale come sopra suppongo essere a"*; in modo che, se vi sono 
più quantità tra loro eguali e più grandi delle altre, sia a'" Vnh 
tima, cioè la più rimota dal principio della serie. Ma se « è 
<a'", è facile il vedere che il termine corrispondente ad a'" è 
minore di tutti i precedenti , poiché la quantità (n"'^n){aF^-^'") 
è n^ativa, e le quantità corrispondenti negli altri termini o so- 
no positive , o se alcuna di esse » per esempio (it'-«ii)(a— a') è ne* 
gativa, se si prescinde dal segno » è però minore di (n" *7>)(a-A"% 
giacché n^'^n<fi"''^n y ed a'^a<a'"^^ay onde 
:»-.(«'_»)(«'— a)>»--(n'"—n)(a"'— a). Pertanto i più piccoli ter- 
mini , se esistono , dovranno cercarsi in quello che corrisponde 
ad a''\ e nei seguenti . Da tutto ciò si deduce la regola qui sot* 
to descritta • 

Si uguagli il primo termine della serie a ciascuno dei se- 
guenti , e si ricavi il valore di a da ciascuna di quest'equazio- 
ni; il più grande dei valori di a risolverà il problema, ed i ter** 
mini che fermano l'equazione, dalla quale questo valore è de- 
dotto, riesciranno i più piccoli. Adesso ponendo da parte tutti 
i termini della serie, che precedono l'ultimo di quelli, i quali 
sono riesciti i più piccoli , si uguagli di nuovo quest' ultimo te]> 
mine a ciascuno dei seguenti , ed il più grande tra i valori di a, 
che se ne dedurranno, ci darà una nuova soluzione. E così ripe^ 
tendo la medesima operazione, finché si giunga all' ultimo ter^ 
mìne della serie, otterremo in tal modo tutti i valori soddisfa- 
cienti di a. 



#* 
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Sìa data per esempio la serie 

Uguagliando il primo termine a ciascuno degli altri avremo 

9 ff t% fi 

per a i valori a, a, 7'5*7'"*» ^ maggiore dei quali è a » 

• risulta dal paragone del primo termine col secondo e col ter- 
zo . Uguaglieremo pertanto il terzo termine a ciascuno dei se- 
guenti , ed otterremo per a i valori —5, — » — -? > o , dei quali 

il piti grande è —, e nasce dal paragone del terzo termine col 

quinto. Adesso eguaglieremo il quinto termine ai due seguenti , 

e ne ricaveremo per a i valori — a^ -* — > dei quali — — è il 

maggiore y e risulta dal paragone del quinto termine coir ulti- 
mo. Dunque T operazione è terminata, ed i valori soddisfacien- 

ti di a sono a, — , e —— . Sostituiti questi valori la serie diven- 
ta nel primo caso 5,5, 5, la, 8, la, i3, nel secondo 

7 9 3 , 5 (. X II 

-^,a,—i,— ,—!, — , 1» e nel terzo — , o,— 5,^-— ,-7,- — ,— 7* 

Determinato l'esponente a ed il coefficiente a nel primo 

termine ax della serie, che rappresenta il valore di y^ ponghia* 

mo y=M«*-4-y', ed avremo una nuova equazione tra y' ed a? • 

Mettiamo in questa y^zzhtxF , e col medesimo metodo cercando 
il valore dì § e quello di b otterremo il secondo termine del va- 
lore di y. Ove conviene avvertire, che non dobbiamo ammette* 
re che quei valori di /}, i quali sono maggiori di a, acciò la s^ 

rie ax -«-&jp^-»-ec. sia ascendente, come l'abbiamo supposta • 

Neiristesso modo ponendo y=:&jr -t-y\ e così in seguito , giun- 
geremo a determinare gli altri termini della serie. 

Se la serie, che rappresenta il valore di y, do vess' essere dì- 
scendente, è chiaro che dopo la sostituzione nella proposta di 

ux in luogo diy converrebbe determinare a in modo, che in 
due o più termini T esponente della x fosse eguale, e insieme 
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maggiore di tutti gli altri esponenti . Onde riandando le cose 

f>recedeiìti facilmente vedremo, che in questo caso dobbiamo tra 
e quantità, che abbiamo chiamate a', m y a'", ec. scegliere la 
più piccola, e così pure in ciascuna nuova serie prender sempce 
il più piccolo dei valori di a. 

Sia data per esempio l'equasrione iH-xy^—j'^so , e cerchia* 
mo primieramente il valore di y per una serie ascendente. Po* 

nendo y^uix avremo gli esponenti o, aa-«-i , 3a, e prendendo 
il maggior valore di a , che nasce dal paragone del primo termi- 
ne col terzo, troveremo odo, ed a dovrà determinarsi dalla 
equaeione i— a*n:o, e quindi sarà <n=:i , perchè le altre due ra- 
dici di questa equazione sono immaginarie. Trovato il primo 
termine i della serie facciamo jz=ì-i-j^, ed otterremo la trasfor- 
mata 

Ponendo in questa yzdbar dovremo considerare i soli esponenti 
I , ^ , fl^ , 3|? trascurati gli altri , che sono maggiori dei prece- 
denti, qualunque sia il valore di §. Troveremo per ^ i due va- 
lori reo, dei quali però non ammetteremo il secondo, perchè 
§ dev'essere >a. Sarà dunque ^r=i , e i ci sarà data dalFequa- 

zione i-*36=o, cioè sarà &=:-?-» ed il secondo termine della se- 
rie -7-. Facendo y=r-^-4-y avremo la seconda trasformata 

nella quale ponendo y^zzcx^ , e paragonando gli esponenti tro- 
veremo per y i due valori a e o, dei quali ammetteremo il so- 
lo primo per la ragione addotta di sopra, ed il valore corrispon- 

dente di e sarà — , e perciò — il- terzo termine della serie • 

9 . 9 

Continuando le operazioni avremo gli altri termini della serie, 

e troveremo 

X X* ar* Ax^ 

Passiamo a cercare le serie discendenti, che esprimono il 

valore di y, e ponendo yzzax dovremo esaminare gli esponenti 
Tom. ni. 4 
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o 9 aoM-i , 3a, • prendendo i più piccoli valori di a ehe nascono 

dal loro paragone troveremo a::^— — , ed az^i , i quali valori 

considereremo separatamente* Incominciando dal secondo dovre- 
nM> determinare a dalla equazione a'— a*so , cioè sarà azzii , ed 
il primo termine della serie zsx. Facendo yzir-Hy' avremo la 
trasformata 

I — X "y— aj?y « — ^' » =0 , 

e ponendo y'zdbx^ troveremo per ^ i valori —a ed i , dei quali 
non ammetteremo il secondo» perchè non sarebbe P<,a, come 
convien che sia, acciò la serie riesca discendente. Sarà dunque 

pzz-^^, e bzzi; onde facendo y'zzx^ -t-j" otterremo la seconda 
trasformata 

nella quale ponendo y^^zcx' consideriamo gli esponenti 

— iy T'H-a, ^T"-»-!» Sy trascuratigli altri» perehè riescono aens- 

pre più piccoli » qualunque sia il valore di y • Dal confronto dei 

coefficienti ammessi deduciamo per y i valori —5, e -^ , dei 

quali per la ragione addotta di sopra ritenghiamo il primo sola- 
mente , ed il valore corrispondente di e essendo -—a , il terzo ter- 

—5 
mine della serie sarà ^ax . Nella medesima maniera trov&* 

remo gli altri termini , ed il valore di y riescirà 

_^g^ —5 —8 o_ -"If 

y::zx-k^x — ao? ■4-7X — oca? -f-ec. 

Se vogliamo prevalerci dell'altro valore di a^ cioè — ^ » 

dovremo determinare a dalla equazione i-t-a>=:o, la quale ha 
le radici immaginarie» onde la serie riescirebbe immaginaria. II 
medesimo caso può aver luogo in un termine assai rimoto dal 
primo; onde apparisce con quanta cautela dobbiamo servirci di 
quelle serie » nelle quali non si conosce la legge generale dei ter- 
mini» ma solo alcuni di essi. Poiché una serie, che in principio 
comparisce reale» può nel progresso de* suoi termini divenire 
immaginaria. Per tal motivo abbiamo fatto osservare al num. 3» 
che i coefficienti i3» C» Z)»ec. erano tutti determinabili per 
mezzo di equazioni del primo grado; la qual riflessione ci assi* 
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cnrnva, che ninno di quei coefficienti riescirebbe immaginario, 
e la serie in conseguenza sarebbe reale. 

Data una equassione tra « ed y, nella qnafo per un dato va- 
lore a di :r quello di j divenga indeterminato, si potrà usare 
il metodo precedente per determinarlo* Si ponga nella equazio- 
ne proposta a^^i in luogo di x, poi si svolga y in una serie 
ascendente per le potenze di i , ed il primo termine di questa 
serie y posta izze ci darà il valore cercato di y • Questo metodo 
si potrà qualche volta con vantaggio adoprare, quando le fun- 
zioni derivate da y saranno nel caso di xsza espresse per una 
frazione, nella quale il numeratore ed il denominatore svani- 
scono ; ma sari il solo che possa usarsi , allorché il numeratore 
ed il denominatore della frazione esprimente il valore di y i>el 
caso particolare di xzza diventeranno ambedue infiniti. 

19. 

Da questa digressione, alla quale ha data orìgine la parti- 
colare eccezione, che soffre il generale sviluppo della funzione 
i^.(j7-t-ì), ritorniamo al calcolo delle funzioni derivate. Abbiamo 
veduto , che data qualunque funzione y di «, o qualunque equa- 
zione tra ^ e y y si può sempre con regole molto semplici ottene- 
re le funzioni derivate e T equazioni derivate di qualunque or^ 
dine . Questo calcolo oltre a servire allo sviluppo delle funzioni 
in serie, ha molti usi importanti nella teoria delle curve. Ma 

f>rima di passare ad esporli, è necessario stabilire che nello svil- 
uppo della funzione jr, allorché vi si pone x-^i in luogo di x^ 
cioè nella serie 

. djr ia d^Y ì» d*y 
•^ OOP a dx» tà.òdx* 
si potrà sempre prendere i così piccola, che prescindendo dal se- 
gno un termine qualunque superi la somma di tutti i seguenti: 

così per esempio potrà rendersi i^>^'^ -~ -H-^~-*.ec. . o 
'^ '^ '^ dx a dx» sà.ó dx* ^ • » ^ 

dy / 1 d^y i d*Y \ 

«a 2->i^-_-H-— — -H-ecj. Quando il precedente svilup- 
po ha luogo, abbiamo veduto che ninna delle quantità ^ , 

d^Y 

^— , ec. diventa infinita, ma sono tutte finite; dunque la se- 
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ne fi — T-^-i T r"=^-»-cc. 1 sarà zero cruando »=ro, e creacen- 

do ì per i gradi ìnaensibili essa pura anderà crescendo per gra- 
di insensibili • Ciò posto , se per un dato valore di i quella se- 
rie è maggiore di ^ , diminuendo continuamente il valore di i 
essa pure diminuirà continuamente fino a divenire zero, onde 
vi sarà un valore di i, che la renderà minore di -j-^ e gli altri 

valori di i più piccoli di questo produrranno il medesimo effet- 
to. Lo stesso ragionamento potrà applicarsi ad ogni altro termi- 
ne della aerie proposta, ed a qualunque serie ascendente secon- 
do le potenze di i, ove potrà prendersi i cosi pìccola ^ che il 
primo termine superi la somma di tutti i seguenti» e quindi il 
valore di tutta la serie abbia il medesimo segno del primo ter- 
mine . 

Con questo principio potremo render più rigoroso il diacor- 
so da noi usato nel Calcolo DìfFerenziale per determinare il mas- 
simo o il minimo valore di una funzione di x . Sia y questa fun- 
mone, e si cangi in y' ed j" , allorché x diventa x-^i ed x — i\ 

avremo 

, .rfy i» d^y i» d^y 

•^ •' ix a dx^ a.iJ dx^ 

„^^ ,dx i^ d^y i* d^y 
y ^"7'^ dx a dx^ *" a.Ò dx^ 
Ora potendosi in queste due serie prendere i così piccola » che 

il termine i-r- superi la somma di tutti i seguenti, è chiaro che 

finché -j- non é zero, le due quantità y' ed j" saranno una mag- 
giore, Faltra minore di y, e perciò y non potrà essere né massi* 
ma né mìnima. Ma se -^zzo^ potrà con un valore conveniente 

di i il termine — ^-^ rendersi maggiore di tutti i seguenti 
presi insieme 9 e le quantità y' ed y" saranno ambedue maggio* 
ri o aknbedue minori di y , secondp che — ^ sarà positiva o nega- 
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tiva» e perciò y riescirà un minimo o un massimo. Quindi per 
trovare il valore di x^ che rende y un massimo o un minimo, 

81 dovrà porre 7^=0 , ed il valore di x ricavato da questa equa- 



dx 
aione renderà la funzione y massima o minima , secóndo che 

nel medesimo caso la funzione — ^ riescirà negativa o positiva. 

Se il medesimo valore di x rendesse nulla anche la funziona 

-7-^, è evidente che non si avrebbe né massimo né minimo fin- 

che non fosse nulla la funzione ^ì^; ma -^ anche questa foss^ 

zero y dipenderebbe dal segno di — ^ , che y fosse massima o 

mioima: e così in seguito. 

ai. 

Per determinare le tangenti delle curve adotteienìo il prìn* 
cipio stabilito dagli antichi Geometri , secondo il quale riguarda- 
vano nna retta come tangente di una curva in un punto di es- 
sa, quando per questo punto non poteva condursi alcun' altra 
retta , che cadesse tra la prima retta e la curva. Infatti data una 
secante, che tagli la curva in due punti , per quanto sia piccola 
la porzione di curva intercetta, è facile iltcoacepire che per U170 
dei punti, nei quali la curva è tagliata, si possono tirare' infrnite 
altre secanti , che passino tra la curva e la prima secante. Sia 
data adunque (Fig. i) noa curva riferita all'asse AP per mezzo 
delle coordinate AP^zx e PMzzy ^ e ponghiamo che pel punto 
M passi una retta MR riferita ai medesimi assi per mezzo delle 
coordinate j9 e ^, e sia q-i^ap-^ l'equazione di questa retta . 
Siccome il punto M h comune alla retta ed alla curva, ^e {^t^ 
mo fczx f dovrà diventare jrry ; onde" sarà y=iajr^ , dalla 
qual' equazione riguardando ^ ed y coma date potremo determi> 
nare una delle costanti &, e fatto ciò l'equazione di qualunque 
tetta, che passa pel punto M sarà 9C=a(/^— j:)-i-j. 

«Adesso per vedere quanto la curva e la retta differiscono 
nel loro corso, accresciamo di PQzzi l'ascissa ^P; ed avremo 

nella curva l'ordinata QJV=:r-w-32--4- — -r-^-*--^ -Jln-ec. , e 

^ '^ dx Qkdx^ sà.ò dx* 



i 
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nella retta Tordinata Q/{^^(x-f-i)-H&=rj«f^i . Onde la distanza 
tra i punti N ed R della curva e della retta corrispondenti alla 
medesima ascissa AQ^ cioè la retta RN sarà 

"^ \A "^ì "* — Ta "* H 5» -*-cc. Siccome può prendersi un 

valore di i così piccolo, che renda il primo termine di questa 
serie maggiore della somma di tutti gli altri , è chiaro che avre- 
mo un maggiore avvicinamento tra la retta e la curva, se man- 
cherà questo primo termine. Sarà in tal caso a=x^ » ® 1* equa- 

sdone della retta diventerà 7=(/7— j7)^-4-y • 

L'avvicinamento della retta così determinata alla curva sa- 
rà tale, che non potrà pel punto M condursi un'altra retta, che 
passi tra la curva e la prima retta. Sia infatti s^Ar-^B Tequa- 
zione riferita ai medesimi assi di un'altra retta MS^ che passi 
pel punto M ^ e posta mx dovrà anche in questa essere 5=y, 
ctoé yszAx-^B. La distanza RS tra le due rette sarà (A^^a^i^ 

mentre la distanza RN è :r— ~--i--^ ---^-Hec. Ora si può 
prendere un valore di i tale, che sia (^— a)( maggiore della se- 
rie "" T^-*"~5 JT"*^^*> dunque wà RS maggiore di RN , 

e quindi la retta MS non potrà passare tra la curva e la retta 
MR . Pertanto questa retta MR sarà la tangente della curva al 
punto M, 

Nella equazione qz:zap^ la quantità a esprime la tangen- 
te trigonometrica dell'angolo, che la retta forma con Tasse del- 
le ascisse, e — — è T ascissa corrispondente all'incontro della 

dy 
retta col medesimo asse • Sarà dunque ~ la tangente dell'angolo 

MTP, che la tangente della curva forma coll'asse AP, e la retta 

AT=i —fi, e perciò la sottangente PTizAP^ATzzJ.^, 

di di 
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Ripigliamo l'equazione s=:Ar^B della retta MS, ove A 
è eguale alla tangente dell'angolo MVP. Siccome la tangente 

dell'angolo MTP è =a, §arà -— la tangente dell'angolo 

VMT: onde se vogliamo che quest'angolo sia retto, nel qual 
(2aso la retta MS diventerà normale alla curva , sarà l'^Aa^, 



e quindi A=r^^z^i^-^ — . L'altro termine B si determinerà 
• ^ a dy 

dx 
dalla equazione u^x-hB^ox-hì , la quale sostituiti i valori diven- 

dy 

ta -x^Bg=jrg, e CI dà 5=!!^1^ , Sarà dunque 

dx 
j^=a?-#-y^— r l'equazione della normale, ar-i-y~- la distanza 

dell'incontro della normale coli' asse dell'ascisse dalla origine 

dy 
delle medesime , ed y ^ la subnormale . 

a3. 

La retta RN esseodo =rQiV— QjR avrà un valore positivo 
o negativo, secondo che l' ordinata della curva sarà maggiore o 
minore della ordinata della tangente . Nel primo caso la curva 
MN Bzrk situata sopra la tangente, e perciò volterà la sua con- 
vessità all'asse AP y nel secondo la curva sarà posta al disotto 
della tangente, e volgerà all'asse la sua concavità. Ma nelle vi- 
cinanze del punto Jlf il segno della retta RN dipende da quello 

del primo termine — ^-^ del suo sviluppo; dunque la curva sa*- 

rà convessa o concava verso l'asse delle ascisse, secondo che la 

d^Y 

funzione ^-^ sarà positiva o negativa. Abbiamo supposta y pò* 

sitiva, e facilmente si vede che il contrario avverrebbe, se y fos* 
se negativa; onde possiamo generalmente stabilire che la curva 
volgerà all'asse delle ascisse la sua convessità o concavità, so- 

d^Y 

condo che la funzione Jj^ sarà positiva o negativa* 
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Se M è un punto di flesso contrario (Fig. a), la curva da 
una parte di questo punto sarà concava, dall'altra convessa; 
dunque il valore di RN dovrà cangiar segno, quando in luogo 

di i vi sì pone -w. Ora ciò non potrà accadere , finché nel valo- 

fa Jay- 
re di /7iV sussisterà il primo termine —3-^ »cne non cangia se- 
gno allorché i diviene negativa, e dal quale in vicinanza del 
punto M dipende il segno della retta RN > Quindi nel punto 

di flesso contrario dovrà essere ^-^ c=o , poiché allora essendo 
RN'zz — T T^-*- — qT d ♦ ' ^ ^' > ® potendosi i prender così pic^ 

cola, che il segno del. primo termine — r-j — sia quel medesi- 
mo di tutta la serie, jRiV cangerà segno quando i diventerà ne- 
gativa. 

Se M (Fig. 3) é un punto di regresso della prima specie, 
la tangente MR caderà tra i due rami MiV, MN* della curva, 
e la retta RN avrà due valori uno positivo, e l'altro negativo. 

In tal caso lo sviluppo — r-^-i — z t^ -»-ec. dando un solo va- 

lore di RN diventa difettoso. Per trovare il vero sviluppo sìa a 
il valore di x corrispondente al punto di regresso, e ponendo 
a-»-i in luogo di x svolgiamo il valore di RN in una serie ascen- 
dente secondo le potenze di i , e sia 

Siccome si può prendere i così piccola , che il primo termine 

ai superi la somma di tutti gli altri, bisognerà che Tesponen"- 
te a sia un numero fratto col denominatore pari, affinché RN 
abbia due valori uno positivo e l'altro negativo, e divehti im- 
jnaginaria se si varia il segno della i . Questa é la-condiaione 
necessaria, perché il punto M corrispondente all'ascissa xrza 
sia un punto di regresso della prima specie. Ora se chiamiamo 
y- il valore di y, quando x diviene x-+-i , abbiamo, nel caso di 

xzza^ ^ifcry'— j— ij^=ai*^i^-Kec., e prendendo la funzione 
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seconda derivata per rapporto ad i ne dedaciamo 
-j^=a(a— i)aì*^^-4-ec. Ma (i5), posta i=o, -^diventa il va- 
lore di j-^ : dunque ^-^ nel cato di xzza avrà per primo termi- 



ne del suo sviluppo a(a— i)ao , il quale a motivo di a osi* 
mero rotto sarà sEero o infinito; e se questo primo termine è ze- 
ro, lo saranno tutti gli altri , perchè la serie è ascendente. Per- 

tanto nel punto di regresso della prima specie la funziona ^T^ 

diventa nulla o infinita. 

Se io sviluppo di NR contenesse esponenti fratti col deno- 
minatore pari, ma l'esponente a del primo termine non fosse 
tale, NR avrebbe due valori» ma questi sarebbero ambedue del 
medesimo segno a motiva del primo termine , che può rendersi 
maggiore di tutti gli altri, e che ha nn solo segno. In tal caso i 
due rami di curva caderebbero dalla medesima parte della tan- 
gente, ed il punto M (Pig. 4) sarebbe un punto di regresso deW 
la. seconda specie . 

Lo sviluppo generale di NR può anche divenire erroneo , 
allorché la funzione y contenga un radicale di esponente dispa- 
ri , il quale diveif ti nullo nel caso di :r=ia . Allora se nel vero 

sviluppo di RN per questo caso di o^rza il primo termine ai 

sarà tale, che a sia un numero intero disparì, o nn numero 

fratto col numeratore ed il denominatore dispari, il valore di 

RN cangerà segno allorché i diventerà negativa, e perciò il 

punto corrispondente all'ascissa arzza sarà un punto di flesso 

contrario. Se si osserva, che l'esponente a del primo termine, 

allorché è un numero intero positivo , dev^ esser maggiore 

dy 
deir unità, poiché nel valore di RNzsf'^'^i'^ si sono tol^ 

dy 
con la sottrazione del termine i-^- tutti quei termini moltipli^ 

cati per i, che vi aveva introdotti j', anche qui si potrà di- 

juostrare come sopra, che il valore di 7~ diventa nel caio di 

Tom. III. V 5 
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a:^M o nullo o iofinito* Queste riflessioni tervono di stipple* 
meato a ciò che abbiamo detto di sopra (s3), e e' insegnano a 
trovare anche quei punti di flesso contrario^ relativamente ai 
quali è illegittimo il generale sviluppo di RN. 

Per trovare adunque i punti di flesso contrario o di regres- 
SO della prima specie dovremo porre r-j^ aguale a stero o cdl'in-> 

finito. Sia a uno dei valori ài x^ che si rìcavaiM>4a queste siip« 
posizioni , e ponendo nel valore di RN a in luogo di x si svolga 
RN in una serie ascendente secondo le potenze di i , e la for- 
ma di questo sviluppò ci farà conoscere se il punto in questio- 
ne è un flesso contrario o un regresso • Abbiamo fin qui suppo- 
sto ohe ^ non sia infinita; se rr fossa infinita, sarebbe tale 

anche j^ » onde là regola data comprende ancora questo caso. 

Ma per gitidicare della qualità del punto, in cui db avviene^ bi- 
sognerà esaminare Tandamento della curva in vicinanza di que- 
sto punto • 

Nei punti di regresso della seconda specie la funzione ^ 

può essere zero o infinita, e può non essere né Tuno né l'altro; 
e questo ultimo caso avviene quando l'esponente a del primo 
termine dello sviluppo Ai RN è =a . E qui merita di essere os- 
servato oome quella eccezione, la quale in alcuni casi soffre il 
generale sviluppo della funzione y\ è non solo qna necessaria 
conseguenza delle varie affezioni delle curve, ma ci somministra 
ancora il solo mezzo, di cui possiamo valerci, per bea cono* 
scerle . ' 

Data per esempio l'equazione fy-4-(i7-a) l"=:(x— a)^^ , 

4bvé m, n , p sono numeri interi positivi ed m diverso dall' uni- 

tà, e la frazione — è ridotta ai pìintmi termini, si cerchi di 

quale specie è quel punto della curva, che appartiene all'ascis- 
sa xzza. Posta 1* equazione sótto la forma 



d^y 



.ri» 
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(apwfl)'*-i^«^a)^ sarà y=6-4-(a:-a-i-«) -H(x-a-^i)^ , 

71 

Ì^=iii(4P-«)'^'-*-2:S(a;w^)P ; onde il valere di RN ^ eioè 



P 

n 

*-p nel caso di xssa sarà i -+-i^ . Pertanto w p è 
un numero pari, sì arra un punto di regresso, e quésto della 
prima specie se — <^— i, della seconda se ot<— -hi. Seji^è 
tin numero dispari, si avrà un punto di flesso contrario quando 
— -4-i<<m, purché 71 sia pari; o quando m essendo dispari sarà 

7n<— ^1 ..Troveremo tutti questi punti facendo — ; o zero o 

infinita, ad eccezione del punto di regresso della seconda spes- 
ele, quando mzz%. Se fosse 771=1 , il valore di RN si ridurrebbe 

TI 

— -4*1 
al solo termine i^ , ed ali* esponente di questo tÌBrmine do- 
vrebbe riportarsi il giudizio della qualità del punto in que- 
stione . 

« 

Il medesimo metodo» col quale abbiamo determinate le tan- 
genti delle curve, potrà servirci per la ricerca di quelle curve, 
che hanno un punto di contatto con una curva data. Sì^yz:zF,x 
l'equazione di una curva data, e g^^fp 1^ equazione di un'altra 
curva riferita ai medesimi assi . Perchè queste due curve abbia- 
no un punto comune corrispondente ali' ascissa «, bisogna che 
posta psx sia ^rrjr , e quindi f.xzzF,x Questa è la condizione 
necessaria, perchè le due curve abbiano un punto comune, ma 
gli altri punti saranno in ambedue diversi . Adèsso per vedere 

Juante una curva diiferisca dall'altra, ponghiamo x-+-i in luogo 
i X, e le funssioni jF.(a:-»-i) , /.{x^^i) rappresenteranno le ordina* 
te corrispondenti nelle due curve alla medesima ascissa jr-f-i, e 
la diiFerenza di queste funzioni ci darà la distanza, che hanno tra 
loro i punti deHe due curve relativi all'ascissa x-t-i. Se chia« 
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mìarn^ D questa distanza, e ci ricordiamo che F.x^.x^ svoT- 
gendo in serie le finzioni i^.(:r-4-i) e/.(.a;-i-i) avremo ^ 

^^\dx dxr ià\dx^ dxi^r^.3\dx^ dx^r^^' 
Si vede in generale, che questa distanza sarà tanto jnù pic- 
cola, e perciò le curve tanto più si avvicineranno, quanti pia 
termini svaniranna nel principio della serie. Ma per conoscer 
meglio questi diversi gradi «di avvicinamento consideriamo un'al- 
tra curva , che abbia per equazione s:z:<p.r tra le coordinate r ed 
s riferite ai medesimi assi, e supponghiamo che anche questa 
abbia un punto comune con le altre due corrispondente alla 
medesima ascissa op, in modo che sia ^,xzzF.x'::rf.x , Chiaman- 
do A la distanza tra i punti della prima curva e delia terza cor- 
rispondenti alla medesima ascissa x^ avremo 

^^^, /dF^ dfi i^/ d^F ^ 4ff \ i> ìd'F _^<?»^\ 
. \rfr- dx/ OkXdx* dx^/oTyix^ dx»/ 
Supponghiamo adesso che le prime due curve sian tali , che 

si abbia -t- = -;^; il valore di D diventerà 
ux dx 

^^^^a\dx^ dx^rT^dx^ dx^r^^' 

ed è facile il yedere che , se ^ non ^ = jT > *i potrà prendere 

i così piccola, che sia à>D. Ciò infatti si riduce a prendere 
ì tale, che nella serie 

££'_^H.-ì-^^-^W-^^-^Wec. 
dx'^ dx A\dx» dx^f ai5\<te« rfa?*/^ 

dF d(A 

il primo termine j"-^^ superi la somma di tutti i seguenti, 

lo che è sempre possibile , e trovato un valore di i che soddi- 
sfaccia a questa condizione , essa avrà luogo anche per tutti i 
valori più piccoli di i . Dunque la terza curva non potrà passa*- 

dò ^^ dF 
re tra le due prime , se in essa non sarà j[Z^= ^ * 

df dF d^f d^P , 

Se non solo sarà j- = j^> w^* ancora 5^^= ^ , m modo 

che il valore di D divenga 

.iUd*F dyf\ i^ ( d^F di/\ 

^'SJXdx^ '^d^r f^M\àx^ dx^r ' 
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sì dimostrerà nella medesima maniera /che quando non sia 

dip dF ^. . d^(p d^F . ' . , 1 j- • 

-—•=: —y ed insieme ;7— ^= TT"> ** potrà prendere un valore di t 

tue uX 0>X* £UC 

^ cosi piccolo, che A riesca maggiore di Z); e così in seguito. 

Si può adunque in generale concludere ohe, data una cur- 
va qualunque se un'altra curva avrà un punto comune con la 
prima, cioè se le loro ordinate saranno eguali per una medesima 
ascissa, e se di più le funzioni prime derivate da queste ordina- 
nte saranno esse purè eguali, in tal caso sarà impossibile che un' 
altra curva condotta pel punto comune passi tra le due pri- 
me, a meno che la funzione prima derivata dall'ordinata co<» 
mune non sia anche in questa terza curva la medesima . E se 
nelle due prime curve anche la funzione seconda derivata 
dall'ordinata comune sarà eguale, è impossibile che una terza 
curva condotta pel punto comune passi tra le due prime, a me- 
no che ancora in questa la funzione prima e seconda derivata 
dall'ordinata comune non sia la medesima; e cosi in seguito. 

Nell'Analisi degl' infinitamente piccoli questi diversi con* 
tatti si riguardano come coincidenze di due o più punti delle 
curve che si toccano , ma questa idea non è esatta . Poiché le 
due curve propriamente non coincidono che in quel solo pun* 
to, nel quale le coordinate sono eguali, e l'eguaglianza delle 
funzioni prime, seconde, terze, ec. derivate dalla ordinata co<- 
mune non rende le curve coincidenti in altri punti, ma le fa in 
modo avvicinare tra loro, che non può tra esse passare un'altra 
curva, nella quale la medesima eguaglianza di altrettante fuu* 
zioni derivate non abbia luogo. Ma per distinguere tra loro que- 
ste diverse specie di contatti, chiameremo contatto del prim' or- 
dine quello, nel quale ha luogo l'eguaglianza tra le sole funzio- 
ni prime derivate dall'ordinata comune alle due curve, contat- 
to del second'ordine quello, in cui sono eguali le funi^ioni pri- 
me e seconde derivate dall'ordinata comune, ee. 

Siccome abbiamo già considerato il caso , in cui una delle 
linee è la linea retta, paragoniamo* adesso una curva qualunque 
data col cerchio, che ha per equazione (/>— a)*-4-(j^— &)'r:c* , 
ove e i sono le coordinate del centro, e il raggio. Avre- 
mo y=*-H/[^"--{/>— <»)*J=/^i'> « perciò/.:r=J-4i/[c«— (ar-^i)a), 
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e ^CS"** ,, ■ ^^^^"^ — .-- . Facciamo f.xzzF.x:ry^ e 

4r. 



-A/^c*— (*■— ft)*]~— <r-»-« , e la seconda di quest'equazioni ci 



4 

darà X— ars — — , la prima 



ì/{-'£) 



C 



Y— ij=:— — - — =— , dalle quali si dedaee 






|/(-jS) l/(-fe^) 



II circolo del raggio e, nel quale le coordinate a e b del 
centro hanno i valori precedenti , sarà tale , che tra esso e la cur-^ 
Ta non può passare un altro cerchio del medesimo raggio» e si- 
tuato diversamente • Poiché dato un altro circolo » nel quale le 
coordinate del centro siano e ed f , in modo che sia 
i==/^f^[c'— (/*— e)'j=^.ry acciò questo possa passare tra la cur- 
va ed il primo cerchio, dovrà essere ^.a?==y, e ^ = ^ . Ora 

df dy 
quest'equaaioni nascono dall'equazioni f^xzzy > ® ^-^^* p^^" 

che vi sì cangi aìn e^e b inf: dunque avremo da esse per e ed 
f ì medesimi valori di a e i, e perciò il secondo circolo coinei* 
derà col primo. Pertanto » secondo la definissione delle tangenti, 
il cerchio del raggio e, il di cui centro è determinato dai valori 
trovati di a e 5 , sarà tangente alla curva proposta nel punto 
corrispondente alle coordinate x ed y. 

oiccome e può esser qualunque, vi saranno infiniti cerchi 
di diverso raggio, che sono tangenti al medesimo punto della 
curva, e la relazione tra le coordinate a e b del centro ed il rag- 
gio e si dedurrà dall* equazioni pr«^cedeuti , che ci danno i valori 
di q 6 b qualunque sia e. 3^ da quest* equazioni elimineremo e. 



1 
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otterremo l'equazione i~-=:j^--i-:r*— a, la quale sussiste, qua- 
lunque sia il valore di e» e deterorina la linea retta, sulla qua-^ 
le sono situati i centri di tutti i cerchi, ì quali sono tangenti al- 
la curra nel medesimo punto . Questa retta adunque dovrà e&- 
ser normale alla carva;ed infatti si vede* che la di lei equazione 
combina con quella /che sopra (22) abbiamo assegnate alla nor- 
male. 

Tra tutti questi circoli^ che hanno con la curva propòsta 
un eontatto del prim'ordine» se ne può trovare uno, il quale ab- 
bia con la medesima un contatto del second' ordine , se si deter- 
minerà e in modo, che abbia luogo l'equazione -j^^^-r^ • Ora 

essendo t-^=— 



avremo 



Pi= i! 5. ; ma: abbiamo trovato 

t/[,3„(^,a)^]=^^=^ y/ ^^,. > dunque 

i 3 

d^r^\ dx^) ^ ^ \ dx^f fi ,.. • ^ , 

^^— > e <?=-^ — 5 — ' — . Se sostituiamo ^este 



dx* e d^x 

dx^ 
valore di e in quelli di a e i otterremo 

— d^ — ' '^y-^-n 



a 

dx^ dx^ 

Tra il eiroolo così determinato e la curva data non potrà 
cadere l'arco di qualunque altro circolo . Sia infatti 
j=:g>.r=/-hj/[g*— (^— <)•] l'equazione del cerchio, che si siippo-7 
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De pattare tra il primo e la curva » e dovrà perciò essere 
dy de d^y d^cù r\ ^* • ' • ^ ^ 

y=#.*, ^=^ , — = -^ . Quest equazioni si cangiano u 

3^*' 2é=é ' *^=^« ' " ** qa*«»t»t^ «. /. 6 •» mutano 
retpettiyainente in ayh, e, Danqae le prime equasioni ci da- 
ranno per^^y*» g quei medesimi valori , che le seconde ìci han- 
no dati feWof i, e; ed il secondo cerchio , che si supponeva 
passasse tra il primo e la curva , coinciderà esattamente col pri- 
mo. Questo circolo ha relativamente ai circoli la medesima pro- 
prietà, che ha la tangente rapporto alle linee rette, ed è quello 
ohe si chiama circolo osculatore o di cwvatura^ perchè serfe a 
misurare la curvatura delle linee curve. Il raggio e di questa 
circolo si chiama raggio dì curvatura^ e le quantità a e b deter- 
minano la posizione del centro del cìrcolo osculatore, e sono le 
coordinate della curva, nella quale cadono i centri d^i circoli 
osculatori di ciascun punto della curva data « 

3o. 

Questa teoria dei <:ontatti si può presentare in un modo più 
generale , e che somministra un calcolo più comodo • Siano oc ed 
y le coordinate di una curva proposta,/? e q quelle di un'al- 
tra Curva, che si vuol paragonare con la prima, e sia T equazio- 
ne della seconda curva F.{p, q y a^h^ e. ••)=:o, ove a, i, e, ec. 
sono quantità costanti. Se le costanti sono due sole a e &, e le 
determiniamo per mezzo dell'equazioni JF.(a7,j,a,i^)=o , 

— ^ ~o 9 la curva delr equazione F.{p, q^a^ J)=o sa- 

rà tangente della proposta; poiché, quan<|o pzzx^ sarà in Vigo» 
re della prima equazione q^zy , ed in vigore della seconda 

dp dx* 

Se le costanti sono tré, e le determiniamo coir equazioni 
F.{x,y, a,h, c)=o, ^^(^»r»<»,»^c)^^ rf'F.(«r jr,a,^_c)_^ 

dx dx^ 

la curva dell'equazione F.{py q ^a^ J, c)=:o avrà con la propo- 
sta un contatto del seeond' ordine, poiché in grazia delle tre pre- 

cedenti eqaaaoni , quando/«:r . è y=y, | = g , ^=~{ . 

E così in seguito per i contatti degli ordini superiori. 
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h^ eqnwone la più geaarale della linea reMa essendo 

^fv^-fp-^-^rro, la quale non con tiene che dae contai) ^i, la linea 

retta non pud avere pon una curva che un eontaUo del prim'or- 

dine, per ottenere il quale sì dovranno determinare a e b daU^ 

equazioni y— ax— fc=o, ^— ar:o, e 8Ì troverà «=2^ > 

i=y— a?~^ , come sopra (ai) . 

Il cerchio, di cui Tequasione più generale è 
(/?— a)*-*-(f— A)«— c*=:o, non è suscettibile che di i^n contatto 
del second' ordine. Per determinare le costanti a^b e e ponghia- 
xno :r ed j in luogo Ai p e q , e prendendo due volte requazione 

derivata avremo (x— a)*-*-(y— i)*-*-c*=M>, «-p«^-i-(y— ft) j-==o • 



d;r 
i-Ky-'i) T-j -*- j^=o , dalle quali equazioni rìcaver#ii)io imhit^ 




dx^ dx^ 

3 

dr^ /. . dy«\rff /^^ dy^ 

37» 






-.= — -, , e c=:- — ; -— , 1 qua- 

rfar d^y d»Y ^ 

dx^ dx^ dx^ 

li valori combinano con quelli ottenuti precedentemente (29) . 
La curva della equazione 5r;:;;ui-KÌ^-+<y*-+^/>' può avere % 
motivo delle quattro costanti un contatto del terz' ordine, e per- 
ché lo aliala convìen determinare queste costanti per mezze 

deirequazioni yrrTrt 1 ftjr«Hcap^«t-gx* , ^;=:&-»-acdr"i-3er* , 

-r^=ac-t-6e^ , -r-^r:6e ; le quali ci danno es:-7- 5-^ , 

1 d^r X d^y - dy d«jK ** ^Vr 
a ax« a rf*» ' dr dar» a dj;* * 

dy x^ d^x ap» d^y « ^.^ . . ^. 1 . 1, 

o^sy— a?y--i 7*"*Tir» ' SostitvMti .questi velpri Tequar 

zione proposta diventa 

' "^ ^^ 'djF a dx^ a.D ite» 

.3i. 

Nel Calcolo iKIfiìsrMBmJe ti rigowcl* Va$ioi9t<> P^a^* 1» 
Tom. ///> 6 
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tangente della carva in un punto situato ad infinita distanza ; 
ma questa nozione non è giusta, perchè T asintoto va sempre pia 
accostandosi alla curva senza mai raggiungerla. Vediamo adun- 
que come possiamo formarci una idea più adequata degli asi na- 
toti tanto rettilinei che curvilinei. Sia yzzF^x Tequazione di 

una curva, e ponendovi -r- in luogo di x svolgiamo il valore di 

F. -r in una serie ascendente della forma 

^iVjJi*'^^^Ci'*^^'*"''-*-ec Sedata F equazione diun'akra 

curva f^*x svolgiamo similmente /.-?- in una serie ascenden- 
te, di cui alcuni dei primi termini siano identici con quelli del- 
lo sviluppo di F.^i dimostreremo col ragionamento più volte 
usato, che si potrà prendere i cosi piccola, che un'altra curva 
dell'equazione y==^.^, nella quale f^.-r sviluppata per le po- 
tenze ascendenti di i non abbia un egual numero di primi ter- 
mini identici con quelli di F.t- , non potrà passare tra le pri- 

me due curve nei punti che corrispondono all'ascissa x:zi'z' , e 

a tutte le altre ascisse più grandi: poiché se un valore di i sod- 
disfa alla condizione richiesta, vi soddisfaranno egualmente i 
valori di ì più piccoli di quello . Da ciò si deduce che la curva 

della equazione yzzAoT"^ andrà tanto più accostandosi alla 
curva proposta, quanto più grande sarà l'ascissa, e che vi sarà 
un'ascissa tale, passata la quale niun' altra curva, in cui la y 
sviluppata per le potenze discendenti di x non abbia per primo 



termine Ax , potrà cadere tra le due prime. Similmente la 
curva della equazione yzzAx ^Bx"^^ , allorché l'ascissa 



X e molto grande , si accosterà alla proposta più che la curva 

dell'equazione y:=^j:'~^ , ed insieme più di qualunque altra 
curva, nella quale lo sviluppo di y non abbia i due primi ter- 

rilini Apc^'k-Bx^ ^ . JE così in seguito . 

/ 
\ 



•V 
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Queste curve , che sì accostano alla proposta più di qualun- 
que altra curva, la quale non abbia le medesime condizioni , si 
chiamano asintote dfetli proposta . E se i primi due termini del- 
lo sviluppo di F.-r saranno A-r^^B^ la retta della equazione 

yrzAx'k'B sarà l'asintoto rettilineo della curva data» e quando 
l'ascissa divien molto grande si avvicinerà alla curva più di 
qualunque altra retta . Dalla nozione, che abbiamo data degli 
asintoti si ricava subito il metodo» che deve tenersi per ritro- 
varli, il quale consiste nello svolgere la y in una serie discen» 
dente secondo le potenze di x. Data tra a? ed y l'equazione 
i-KTy*— y»=o abbiamo trovato (18), che-la y svolta^ in una se- 
rie discendente aveva la forma 

I a 7 
y^nx'^ — — — -I- -£- — «ec* 

Dunque la curva di quella equazione ha un asintoto rettilineo 
espresso dalla equazione y:^:x^ la quale rappresenta una retta 
condotta per l'origine delle ascisse e formante un angolo semi- 
retto coir asse delle ascisse. Ma se vorremo una linea curva, che 
più di questa retta si accosti alla proposta, prenderemo la curva 

della equazione yrzx^^ — , o quella della equazione 



I a 
-r — —7 • ec. 



Mediante i principj esposti in questo articolo acquistiamo 
una idea del modo di trovare gli asintoti delle curve più chiara 
di quella, che ci somministra il Gap. X. della Seconda Parte. 
Anzi conviene correggere Farticolo 91. in quella parte, ove si 

determinano i coefficienti ^9 y, ec. dei termini -^ , -^,ec. ,per- 

che il metodo quivi esposto per questa ricerca -è difettoso, e con- 
viene usare quello del num. 18. di questo Opuscolo , o, ciò che 
è lo stesso, regolarsi in un modo analogo a quello praticato nel 
num. 92. del medesimo Capitolo . Così pure deve correggersi 
l'esempio posto in fine dello stesso Capitolo, ed in luogo della 

I 3 . ^ , II 

equazione y-i-a?=r— — j— • si troverà j-4-a;=r— -♦- s- , e per conse- 
guenza i due rami Bby ffV saranno relativamente all'asintoto 
rettilineo LU in parte opposta a quella, in cui sano descritti 
mella figura • 
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Sa. 

Passiamo a cercare la quadratura delle curre. Sia, data 
(Fig. 5) la curva CM riferita alle coordinate AP=zx , e PMz^y ; 

se prendiamo PQ=iy sarà l'ordisca QiV==y-i-i^-*- — ^— ^ -4-ec. 

IjB,TeeL BCMPy the incomincia ad una ascissa data AB ^ sarà 
una funzione di x , che chiameremo u , e ponendovi 07-4-1 in luo- 
go di « sarà r area BCNQpsu^i'^'¥>^ ^a"*"^' ' ^ 1**'^» 

P3fiVQ::2£ j-H-^^-;«4-ec. Prendiamo i cosi piccola, che tra i 

punti P e Q non cada alcun massimo o minimo dell'ordinata; 
in tal caso 1* ordinata PM andrà continuamente crescendo o 
continuamente diminuendo per tutto lo spazio P dell'asse. Po- 
sto ciò è facile il vedere, che l'area PATNQ sarà sempre mag"» 
giore di uno e minore dell'altro dei due rettangoli, che hanno 
PQ per base, e PM ^ QN per altezze, i quali sono iy, ed 

jy^ia^.i|.L^^^ec. Dovrà dunque la quantità 

.du i» d^u . •!•.... 3 

^•jT^ — 5*r"^*^* ^^^^ compresa tra i limiti ly, ed 

iy-HÌ« j^H-— sz^"*"®^* Ma essendo il medesimo il primo tertni- 

ne di questi limiti , col discorso piit volte usato vedremo t che 

quantità ^— .4.-.^^~^ec. non può esser compresa tra loro, 

se il primo termine i ^ non i eguale a! primo termine dei li» 

éffà 
miti. Sarà dunque 2-=y, cioè sarà la funsione prima derivata 

dairarea eguale all'ordinata, e quindi l'area eguale alla funzio- 
ne primitiva dell'ordinata . 

33. 

Se due linee curve o composte di rette hanno le loro con- 
cavità voltate verso la medesima parte egli stessi termini, quel- 
la é la più lunga che racchiude l'altra • ui questo principio am- 
ij esso da tutti i Geometri antichi e moderni ci serviremo per la 
ricerca della rettificazione delle curve. L'arco adunque JlfJV 
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(Fig.5) della curva concavo in tutti i suoi punti dalla medesima 
parte sarà maggiore della corda MN 9 e minore della somma 
delle due tangenti MO^ ON f;ondottP ai punti M eà N della 
curva, le quali s'incontrano nel punto O. Poughìamo, come 
sopra, i così piccola, ch<* per tutto l'intervallo PQ T ordinata 
vada continuamente o crescendo o decrescendo, oè vi sia alcun 
flesso contrario • Ciò posto, se si prolungano le tangenti MO^ 
NO finché incontrino in i9 ed JR le ordinate QN e PM , e si 
conducono MV ed NT parallele a PQ, é facile il vedere che 
una delle tangenti NR cade tra la perpendicolare NT e la cor-> 
da MNt e perciò è minore dì questa corda , l'altra MS si aU 
lontana dalla perpendicolare MFpi{i^delJa.corda MN, t perciò 
è maggiore di essa. Inoltre nel triangolo SON simile al trian- 

Iiolo MOR il lato OS opposto all' angolo ONS è maggiore del 
ato ON opposto all'angolo minore S , e perciò la tangente MS 
è maggiore della somma delle rette MO ed ON. Potremo fa<» 
cilmente assicurarci , cìie lo stesso sempre accade, qualunque 
aia la figura, e ne concluderemo che r«rco MN della curva ca«> 
de tra le due tangenti MS^ NRf cioè à maggiore di una e mi- 
fiore dell'altra • 

Se chiamiamo s l'arco CM, sarà Parco 

.ds i^ d»$ ,, --^- .ds i» d^s . 

■3 — H— r Hec. , e 1 arco AfiVi=J-r-t-— -^— -»-«c. La 

ax a dx» dx a dx^ 



tangente MS è =|/( M F V T^')=ii/( '"^ ^ ) =*?^ • « . »« 

ponghiamo ?^'^i?=l/^('-*-^7) > « ^a tangente 

NR=sl^.{3tH4)p=i(p.«^i^-^^ec. X)unque avendo i due limiti il 

medesimo primo termine if^x^ devrà a questo essere eguale an* 

che il primo termine della quantità i-r-H-^--i-f-ec.contenu- 

^ dx a dx» 

ta tra questi limiti, e perciò J-===^^**==l/ ('•**^) » «0* »<if« 
l'arco s eguale alla funaione prìmitivn della funziono 
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Nei problemi relativi alla quadratura ed alla rettificazione 
delle curve, come in molti altri» si rende necessaria la cognizio- 
ne del calcolo inverso, con cui data una funssione o equazione 
derivata si possa giungere a quella funzione o equazione primi* 
tiva, dalla quale la proposta funzione o equazione ptiò esser de^ 
rivata. Noi per uniformarci alla maniera di scrivere ricevuta in- 
dicheremo co\ w%iìo fAdx la funzione primitiva di A^ ove il 
segno dx significa che A è funzione di x» o sia che la derivazio» 
oe è stata fatta relativamente alla variabile 07. Cosi le due equa- 

sioni '^^ziA^ ed yzzfAdx significano la medesima cosa» ed indi- 
cano che la funzione ^ è la funzione derivata da y , o y la funs- 
sione primitiva di A. Ma qui convien fare una osservazione im- 
portante; siccome la funzione derivata da una quantità costante 
è zero 9 nel prender una funzione primitiva converrà aggiunger** 
vi lina costante indeterminata, la quale o è sparita o può essere 
sparita nel prendere la funzione derivata; giacché è la stessa la 
funzione derivata da j, e quella derivata da y accresciuta di 
una costante. Se a quésta costante si darà un valore determina- 
to, si otterrà una particolare funzione primitiva, ma se si lascia 
indeterminata, si avranno tutte le funzioni primitive» dalle qua- 
li la funzione proposta può esser derivata* 

35. 

Questo calcolo, con cui dalle funzioni derivate si ritorna 
alle primitive, dipende dalle medesime regole prese inversa» 
mente^ ma come succede in tutti i metodi inversi quelle regole 
non vi si applicano con la stessa facilità . Se ci contentassimo 
di esprimere la funzione primitiva per mezzo di unas^rie, po- 
tremmo ottenerla sempre e con molta facilità. Infatti essendo 

dy 
data la funzione prima derivata da y avremo il valore di -p , e 

i£s Y d^ Y 

da questa otterremo i valori delle altre funzioni j^ , -— j , ec. 
Siano F, Y ^ Y\ ec. ciò che respetti vamente diventano le 
quantità y^-r-y -j^ > ec. , quando vi si pone :rr=o , e si 
avrà (17) 
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ec. 



niuna delle funzioni ~^, ^^ , ec. diìrenti infinita quando xz^o; 



ove y saia una costante arbitraria. Qui però ai suppone, che 

. dy d^y 

dx* dx^ 

altrimenti bisognerebbe ricorrere al metodo esposto al num. i8. 
La medesima serie ci darà il valore di j, quando sarà data tra 
x.eà y una equazione derivata del prim' ordine . Ma se avessimo 
tra ^ ed j una equazione derivata del seeond* ordine ^ potremmo 

da questa dedurre il valore di ^ — e delle funzioni derivate se- 



dx^ 



dy 



guenti per y «^9 ma non conosceremmo il valore di quest*ul* 

time y e perciò né pure Y ed Y*. Onde il valore di y ci verrà da- 
to anche in questo caso dalla serie precedente, ma essa conter- 
rà due costanti arbitrarie l^ed Y. Sì potrà un simile discorso 
applicare all'equazioni derivate degli ordini superiori, e si ve- 
drà che il valore di y contiene tante costanti indeterminate, 
quanto è l'ordine della equazione derivata. Ma per ciò, che ri- 
guarda il numero delle costanti, le quali devono completare Te- 
quazioni pnrimitive ci rimettiamo a quanto ne abbiamo detto nel 
Calcolo Integrale, ove questa materia è bastantemente discussa 
e schiarita . 

36. 

Ma il problema, in cui si cercano le funzioni prin^tive a^t- 
,to una forma finita, non può risolversi che relativamente ad al- 
cune particolari specie di funzioni, ed il metodo per risolverlo 
convìen dedurlo dal confronto delle funzioni primitive date con 

le loro derivate. Così essendo nx la funzione derivata da 



7» 



n 



x", viceversa — sarà la funzione primitiva dìx , ed 



ri'^ì 



n-4-i 



la 



MA 

funzione primitiva di x . Noi non ci trtitterremo in questa ma- 
teria, perchè le regole, che potremmo dare, sono quelle mede- 
sime , le quali abbiamo esposte nel Calcolo Integrale. Infatti 
quantunque nel Calcolo Differenziale abbiamo data una origine 

ed un significato diverso al segno j^ , il valore però della fun* 



dx 



j 
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zione rappresentata da i;[uetto «Agno si trova quivi con le mede- 
sime regole, che abbiamo insegnate di sopra • Onde viceversa le 

regole saranno le stesse^ allorché dal valor dato di ~-- si vuol 

passare alla fanzione y , dalla quale questo valore è stato de- 
4ottp • 

37. 

Qiiantunque in generale data una funzione derivata non se 
ne sappjft trovare la funzione primitiva^ si possono però tfse-» 
gnare i limiti, tra i quali essa ò compresa. Incominciamo dall'oe- 
servare che, se una funzione primitiva F>z è tale, che Ift fan- 

zione -^ derivata da lei si mantenga sempre positiva per tut^ 

ti i valosi di z compresi tra a e i , ove i>a , la differenza dei 
valori di F.s corrispondenti a questi limiti a e b, cioè 
F.lh^F.a sarà una quantità positiva. Per dimostrar ciò denotia- 
mo per più semplicità le funzioni prima, seconda, terza, ec. 1 
derivate 4a F.:s con i segni P.z, F'.Zy F",z, ec. ed avremo ' 

F.(z^i)^FzzziF.z^^F\z^^F".z^H^. 

E siccohie possiamo prendere i cosà piccola, che nel secondo 
membro della precedente equazione il primo termine ijP^.z su* 
peri la somma di tutti i seguenti , se F.z è positiva , potremo 
rendere i positiva e cosi piccola , che la quantità JF'.(«-i4)— jP.je 
sia positiva. Ora se dividiamo la differenza tra a e i in porzio- 
ni come si voglia piccole , ciascuna delle quali sia z^ , poiché 
la funzione F.z è positiva da zr=a fino a zzdb , ponendo succes- 
sivamente a, a-i-2, a-i-2i, .... i— i, h in luogo di z, tutte le 
funzioni F.a, jP.(a-»-i), F.{a^sLi), .... F.(A— i), F.h sono po- 
sitive« Dunque potrà sempre prendersi i così piccola, che tut- 
te le quantità F.(a.HÌ)-.F.« , F.(a^^h'F.(s^r) j, 
/^.(aH.Si)— F.(a^ai), F.(i— i)— F.(A— ai), F.b^F.(b^i) sia- 
no positive; e quindi }a loro eomma, cioè Fb'^F.a sarà una 
quantità positiva. 

Ciò premesso sia K il più gcande , ed L il più piccolo dei 
valori, che riceve la funzione derivata fJz per tutti valori di z 
compresi tra le quantità a e £, ove dei valori negativi ai riguar- 
dino come più grandi quelli, che prescindendo dal segno sareb- 
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bcro minori; e le quantità K'^f.z^ f.z^L saranno positive da 
z::za fino a jz=&. Facciamo F ,zizK^f ,Zy e prendendo!:|Ie fun- 
zioni primitive avremo, a motivo dì K costante , F,z:=iKz^f.z\ 
e siccome FJz è sempre positiva da x^zuk fino a zz^^ sarà 
-F.^— jP.a>o , e sostituiti i Valori Kb^.lh^Ka^^f.a'>o y e quin- 
di /.i</.a^J!:(i-a). 

Nella medesima guisa ponendo F ,z:zzf z^^L avremo 
F.zzzf.z-^LiZ , e siccome anche in questo caso F.b^^F^a^o , ot- 
terremo f.b — Lb^f.a-^lfaX) , e perciò fJf>f.a'-¥'L{]lh^a) . Se 
adunque la funzione primitiva f,z sarà cos) determinata ^ che 
sia dato il di lei valore quando zzza^ avremo i limiti tra i qua- 
li è contenuta /.2 per un altro valore qualunque b Ai z. Couvien 
però riflettere, che questa teoria essendo appoggiata allo svilup- 
po della funzione F.(z-hì) è soggetta a queir eccezioni, che sof- 
fre quésto sviluppo; onde cessa di aver luogo quando tra i limi- 
ti a e i alcuna delle funzioni àenyate f^.z, f.z, ec. diventa 
infinita. 

38. 

Se la funzione y.z avrà la forma z Z , ove Z è una funzio- 
ne data di Zy e se le quantità a e b saranno positive ^ i limiti 
della funzione primitiva /.z si potranno esprimere sotto un'altra 
forma. Sia M il più grande ed N il più piccolo dei valori, che 
riceve la funzione Z da z:=za fino a g-rfe; saranno tra questi li- 
miti positive le quantità M^Zy e Z-^Ny e così pure, a motivo 

ài a e b positive, lo saranno le quantità z (ilf— Z), e 

z {Z-^N). Ciò posto considerando la prima di queste quantità, 
e facendola =i^.z , avremo J^'.J— J?'.a>o: ma l'equazione 



F.z=z''(M^Z) ci dà F.z=i!Il f.z, perchè M è costan- 

te, e Zzz^.z\ dunque avremo 

onde si deduce 



IL 

f.b<f.a^Mt 



7i-*-i n-f-i 



Tom. in. 
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n 

Usando un timile ragionamento sulla quantità z (Z-^N) ne xi- 
careremo 

f.b>f.a^N t Zi . 

n-Hi 

39. 

Per mostrare T applicazioni di questi principj ad un oggetto 
importante , ce ne prevarremo per valutare l'errore che si com- 
mette., allorché nella serie (a) 

^ ' a ii,6 ^ ' 

si prendono alcuni dei primi termini trascurati tutti i seguenti . 
Consideriamo Io sviluppo di jP.(x-hì«4-js) secondo le potenze di m 

e ponendovi i— s in luogo di i avremo 

F.(x-*-i)=F.(x-w— «)-i-«J?'.(x-f-i— «)-♦- — i^'.(a;H-i<— «)-»-ec. {b) 



e questa serie (i) si cangerà nella serie (a) , se vi faremo Kzzi. 

Siano adesso P' ' , P^ ' , P^ ' , ec. gli errori che si commetto- 
no, allorché nella serie (6) si prende il solo primo termine 
P.(jt-+-ì— «) , o i soli due primi termini P.(jr-»-i— JB)-K5F.(d?-f-i— z), 

o i primi tre termini P,(x-*-ì— «)-*-af2^.(«-i-i— «)•♦- — -F'-C^-^-i— «), 

* ' a 

ec; è chiaro che P^*^ , P^^^ , P^^\ ec. saranno tali funzioni 
di Cy che diventeranno nulle quando jecro, e se vi porremo jbz=ì, 
si cangeranno negli errori corrispondenti per la serie (a).. 

Avremo dunque in primo luogo per determinar p'^^ Te- 
quazione 

P.(«^)=iF.(jr-M-«)-4.P^'^ , 
e siccome questa sussiste qualunque sia z^ sussisterà ancora 
tra le funzioni derivate prese relativamente 41 z. Quindi osser- 
vando che, posto :r-i-i— 2=1/^ , é 

— '^ . ■ ^ zzF .p^zzj^F .p'zZf^F .{x-^ì^si) ^ otterremo 



] 
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0C=>-i^.(jf-4-Ì— «)-• 2 f 

cioè ~-=:F-(ir^-.») , e P^'^=fdzF .(x^^ , la qual fun- 
zione primitiva deve prendersi relativamente a z considerando 
or ed i come costanti , ed in modo determinarsene la costante 
arbitraria, che la funzione svanisca quando z^x> . 
In secondo luogo sari 

e prese le funzioni derivate per rapporto a z 

onde si deduce ^^=«F^(a^^i-J5), e P^*^=/irf«F'.(^-M-a) . 

Così pure se faremo 
F.{x^i)=F.{x^a^z)^P.{x^i^z)^^r.{x^-z)'^P^^\ 

e prenderemo le funzioni derivate relativamente a z\ troveremo 

o=3-F.(«h-ì-«)-^F'.(x-w-«)-ÌLF".(*-w-*)-h -t^ • 

^ dz 

cioèf^^flF^(jp-w-.«), e P<*)=i.^•rfzF".(^-^4-«). 

Onde in generale apparisce che, chiamando P^ 'l'erro- 
re che si commette, allorché per esprimere il valore di F.(x-»-i) 
si prendono gli im*i primi termini della serie 
F.(^-4-ì— jB)-f^F.(x^-ì— 2)-Hec. trascurati gli altri, avremo 



dp<''-^') 







^fÌ'*^^),(^j;^i^g) ^ ciò* 



dz A • «i • • • n 

i>(«-^*)= __i ~r/'dxF^'^'\ix^-z) . Presa questa fan- 

zione primi tira in modo, che sTanìsca quando «=o , se ri farjt>- 
mo poi z^, e dopo questa sostitnsione la funaione F^ ^ di> 
▼enti Q^""^') , sarà 
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A a.3...n 

4o. 

Siccome il valore di Q^""*"^' è espresso per la funzione pri- 
mitiva di una data funzione derivata » potremo trovare i limiti , 

tra i quali è compresa Q' '^, mediante il metodo esposto (38). 

Facciamo /.jR=/k dzF^ ^(a>M— z), e sarà 

f.z=zz^F^'^'\{x^i^z), e quindi ZzzF^'^^^ .{x^i^z) . Pon- 
ghiamo 0=0, bzd, e chiamando Af il più grande ed N il più 

piccolo valore, che riceve la funzione J^ '•(ìp-i-ì— jc) da zzzo 
fino a 2=i » avremo 

/j<5f.o-»-MÌ 

.fl-4-I 

Ma siccome si deve prendere la funzione /.z in modo, che ava* 

nisca quando isso, sarà f.ozzo, ed , — t saranno i 

/i-f-i /»-»-i 

limiti di/.», e quindi ^— - , • — ' i limiti di 

a.3...(/i-i-i) 2,3...(»-Hi) 

Adesso potremo determinare quel valore di i , che rende 

un termine qualunque f F^''^ .^r dello sviluppo di 

i^.(^-«-J) più grande della somma di tutti i termini seguenti • 
Poiché essendo questa somma =:Q''*^ ' , e 

nv'*^ ì^ — ^ basterà porre 1 

^ a.3...(/i^i) ^ \ 



.n 

i 
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.jF<«).,>_^Lr!_, cioè i<^!±i)^. 



a . 3 . . . n a.3. ..(n-Hi) M 

4i. 

Il resultato ottenuto nel num. precedente si potrà presen- 
tare con maggior brevità di discorso, se si riflette che, essendo 
M ed iV il più grande ed il più piccolo dei valori di 

JF^ \(x'^i^z) da «=rc a szriy qualunque valore intermedio 
tra M ed N potrà esprimersi dalla medesima funzione 

F^ \(x-M— z), se si darà a jk un valore intermedio tra o ed 

iy^o sia dalla funzione JF*^ .(x«4-4— ^i), ove ^ è^ un numero 
compreso tra o ed i , o più semplicemente, posto i— firzA, 

dalla funzione jF^ ^.(^r-f-^i), ove anche X è contenuto tra o 

ed I . Sarà pertai^to Q^'^^)= L_ F^'^^\(x^Xi) , e 

'^ ^ a.3...(;i-f-i) 

F.ix^i)=F.x^iF.x^^F\x . . . -H _L f('») .x^ CU -f^"-^') •(a?-*->li) , 

ove A è un numero incognito, ma compreso. tra zero e l'unità. 
Sia per esempio F.x:zdog.x , ed avremo 

• o . •'* .71-4-1 

log.(ar-w)=nog.:r-4-/ — — — . • — .•.^-. . — qp^ 

X a ar* n n i 



'' n-f-i / j.xTM-i 

X (X'^l) 



I •■ I 



e siccome . ed sono il più grande ed il più pic- 

colò valore della funzione ^ , saranno 

(x^if^^ 




r-J i limiti deir errore cbe si 

commette, allorcliè si prendono i soli th-hi primi termini dello 
sviluppo di log.(x-w). 






54 OPUSCOLO I. 

4a. 

Se facciama xzzo^ e chiamiamo F^ P , F\ ec. i valori di 
jF.«, F^, F'*x, ce. nel caso di xzzo, avremo 

e cangiando i in ^ 

Nei metodi di approssimazione , che dipendono dalle serie , po- 
tremo per mezzo del teorema precedente molte volte stimare 
r errore y che risulta dai termini che si trascurano. 

Se per «sempio J'.dx=^/(i-«-j?), sarà F ' 



F'.xzz 1 — - , F".x= — L: , e generalmente 



— t 

I 



1 — i 



a«(i-i-x) a«(i-»-ir) 

F^ \a?s:± ^ 1 9 ove il segno -h ha luogo quando n è 

dispari » ed il segno ^ quando n è pari. Sostituendo questi va- 
lori nel teorema generale avremo 
y, . t IX» T.3 X» 1.3.5 X* 

^ ^ ' a aa a &• a.3 a* a.3.4 

i.3.5..^(aff— 3) X i.3.5...fa/i— 1 ) . ar**"*"' 

^1* ' a.5...n a/i«»^f * a.3...(nH-JÌ* 

a (i-f->l:r) 
Siccome il valore di ih^^ cade tra i ed i-t^, Terrore per ec- 
cesso o per difetto commesso nel trascurare tutti i termini pò- 

sterion air (/i^i). sarà < i- ^ , cioè minore 

a.cl..,(/i^ija 
6tiino 

del termine (n-na). della serie . 
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43. 

I metodi, con i quali dall' equazioni deriyate si passa alle 
loro primitive, sono qaei medesimi, che abbiamo esposti nel 
Calcolo Integrale^ e perciJKci asterremo dal parlarne. Stilo per- 
rhè questi metodi spesso introducono in luogo A\ x eà y altre 
rariaìnili t ed u^ delle quali le prime sono funzioni , conviene 
accennare il modo, che secondo gli esposti priucipj si deve te- 
nere neir eseguire queste sostituzioni .'Essendo x tA y funzioni 
date di ^ ed M, e dopo la sostituzione u divenendo unzione di 
r, anche :r ed j diventeranno funzioni di t. Ma, quando x è 

uY flV uX 

funzione di t^ abbiamo (8) -j-= ^ * 7~ > dunque in luogo di 

il 

— coDvien porre * . , quando si vuol passare alla ipotesi, in 
ilx ax 

dt 

cui X ed y sono funzioni di t • Data adunque V equazione 
'^zr.F.(x ^y)j bisogna prima trasformarla nella seguente 

2^=2^F.(ar, jr), e poi sostituire in luogo ^^ *»/» 57 > ;jf * *^" 

TO valori in f , u , e j- • Se si ponesse per esempio xz^^^u , 

- ,, dx 4u dir du ^ ^ ,. 

yzzU"^, sarebbe jT^'-^JT f ^^^'""57 ' ® proposta diven- 
terebbe 1— ^ = li-*-^ÌF.(^-4-M, ^— a). 

Per la medesima ragione in luogo di --^ , — ^ , ec. con- 

Jy . d^y 
verrà porre respettivamente _- — : ^ , — — • 37 > •^^ > ^ 

q^urli espressioni , sostituendovi gradatamente i valori di —^ , 

d^y dy d^x 

d*Y .t jf 1 j» dt^ dt * di^ 

^3 ec^ m aviluppandole divengono -— ! — — *** "* ■ , 

\ dt) \ di} 
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diy d\Y d»x dy d*x dy /d^x\» 



dt» o dt^ dt^ dt dt* o -- .— , 



dy fd^xV 
dt • \dt'^) 



/dxy /^Y /^^\* t—Y 

\dt) \dt) \Tt) \dt) 

44. 

Se facciamo t:zzy ed uzzx, arremo -j^zri, e nella equa* 

I • dY 

zione data dovremo perciò sostituire . . ia Iqogo di ~- , 

dx mJ? 

3y» . 1 j. d»y dr* a Xdr^J . i 

^ — in luogo di ^3-^ , -i HD -14—^ — IO * 

-r-^ , ec. In tal modo si otterrà una' equazione equivalente al- 
la proposta,' ma nella nuova equazione, invece di riguardare y 
come funzione di x, viceversa si riguarderà x come funzione 
di y . 

Quindi si deduce in primo luogo, che data l'equazione 

-j-zzA, ove y si considera come funzione di x, si potranno in- 
vertere i termini della frazione -f-^ purché s' in verta ancora il 



/Ì.X. . ""60 ài 



dx 



dx 



termine j4, e l'equazione ^=:-j » in cui x si considera come 

funzione di y, sussisterà egualmente. Sia per esempio y=rsen.ar, 

^ dy . dx I I I 

e -^srcos.ir; avremo — =: ■= ^ ^ *-^ » 

dx dy cos,x |/(i-sen.«a?) ^/(i— jr») 

cioè —- sarà la funzione derivata da j? o sia dall'arco del 

seno y • 

In secondo luogo apparisce che, o si consideri y come fun- 
zione di 07, o 07 come funzione di j, non potranno aver luogo in- 
sieme i due segni d^x e d^y in una equazione derivata del se- 
cond' ordine, ma uno solo di essi. Similmente non potranno in- 
sieme sussistere né pure i due segni d*x e d^y in una equazio- 
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ne derivata del tens' ordine; e oosì in seguito. Che se i medesi- 
mi segni si trovassero insieme in una data equazione deri- 
vata, ciò indicherebbe, cke nella pro[W>sta eqnasione ha luo* 
go un'altra variabile t, di cui « ed j sonò funnieni. Ma questo 
sembrando contrario a quello» che abbiamo veduto nel Caico^ 
lo Differenziale y (k d*uopo spiegare Vorigiiie di unm tale dif- 
ferenza . 

45. 

Dalla equazione F.{Syy)zsco$t: si deduce T equazione deri- 

vata della forma ^^-4-^=0. Questa medesima equazione l'ab- 

biamo nel Calcolo D\fferentiale ricavata dalla teoria dei limiti . 

ove quantunque la funzione indicata dal segno ^ avesse un'al- 

tra. origine e significato » pure si deduceva dalla funzione y con 
le medesime regole » che abbiamo adesso usat^s pel calcolo delle 

funzioni derivate , e perciò il valore di ^ è in un caso e nelFal* 

dY 

tro il medesimo . Ma poi sòordandoci che ^ era un segno abbiar* 

mo considerate dx e dy come se fossero quantità, e fatta là mol- 
tiplicazione per dtp abbiamo posta l'equazione derivala sótto la 
forma Aéy^^Bdmsso , che è quella , alk quale si giunge col me- 
todo inesatta d^' infinitamente piccoli, in cui dx e dy si ri- 
guardano come gli accrescimenti infinitesimi di x e ài y^ e nel 
prendere il valete di dy si trascurano le potenze superiori di dx* 
Questa forma è viziosa, in quanto ci presenta ik falsa idea» 
che dx e dy siano quantità, e volendola ritenere per uniformar- 
ci all'uso ricevuto, debbiamo mentalmente dividerla per dx , 
affine di distruggere l'inopportuna moltiplicazione » e pensare 

che il segno ^ rappresenta una funzione formata con certe re* 

gole dalla funzione y • 

Sia data adesso l'equazione derivata del ptim' ordine 

(i) -^^ -f-B^COst, 

ove A t B sono funzioni di :r e di y , dalla quale si derivi Te- 
quaziooe del second' ordine 

Tom. III. 8 
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y^ì ^rfar» "*■ Jy • \dx) '^Kdx'^ dyfdx'^ 3J"^' 
Nel Calcolo DifFerensiale , considerando sempre dx e dy come 
quantità 9 passiamo air equazione differenziale del secona ordine 
o supponendo dx costante, o supponendola variabile. Nel pri* 
mo caso abbiamo l'equazione 

la quale essendo divisa per dx^ , affine di distruggere la viziosa 
moltiplicazione per dx^ , non differisce dalla equazione (a) • Bla 
nel secondo caso si ottiene l'equazione 

la quale contiene di pib il terinine ^^A'^^x. Quantunque que- 
sta equazione sìa dedotta con un metodo vizioso dalla equazio* 
ne (i) y potremo inversamente operando ritornare dalla equazio-^ 
ne (3) alla equazione (i). Ma a questa medesima equazione (r) 
giungeremo ancora, se cancelleremo il termine soprabbondante 

'^y&^^Xf e rìducendo l'equazione (3) alla forma della equa- 
dx 

zione (a.) cercheremo poi l'equazione primitiva di questa. 

Qui però convien riflettere, che nel termine soprabbondan- 
te il coefficiente di d^x non può esser qualunque, ma deve av^ 
re un certo rapporto con quello di d^yi infatti se chiamiamo C 

dy 
questo coefficiente di d^x^ dovrà essere C=— -4-~ ; e questa 

condizione è necessaria, perchè l'equazione (3) sia dedotta dalla 
equazione (i). Quindi viceversa, se sarà data l'equazione 
Ad^y^^Cd^x^Ddy^-^Edxdy-k-Fdx^^o , 

essa jìotrà sussistere, se sarà Cirii^A-^ , ed in tal caso ci darà la 

medesima relazione tra x ed y, che ci dà essendo ridotta alla 
forma legittima 

dy 
Ma se non fosse Czz/^A-^ , quella equazione sarebbe for- 
mata a capriccio, non sarebbe dedotta da una equazione tra x 
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ed y, ed in eootegaensa non potrebbe sussìstere. Non ne segue 
però, che essa sia assurda in tutti i sensi , ma è tale soltanto , 
quando y è funzione di rr, e cessa di esserlo, quando ^ ed j si 
riguardano come funzioni di un' altra variabile t . Infatti divisa 
per dt^ prende la forma della equazione derivata 

la quale può sussistere (44)» quando x è funzione di t. Ma poi- 
ché l'equazione data nulla ci dice sulla forma di questa funzio- 
ne di t^ a cui X dev'essere eguale, essa rimarrà indeterminata, 
e potrà esser qualunque. Lo ohe combina con quello , che ab-> 
biamo detto nel Gap. IX. del Calcolo Integrale f, 

Le precedenti riflessioni potranno facilmente rendersi più 
generali, ed anche applicarsi all'equazióni degli ordini superio- 
ri • Da esse apparirà , ohe qualunque volta l' equazioni differen- 
ziali sono di aspetto diverse da quelle, che si deducono dal me- 
todo delle funzioni derivate, ciò nasce sempre dall'errore mede- 
simo che si commette nel riguardare i segni dx^ dy^ d^x, d^y^ 
ec, come se fossero quantità. Conosciuta T orìgine di questa 
differenza si potrà facilmente la forma illegìttima ridurre a 
quella, che è coerente ai principi del calcolo rigoroso delle fun- 
zioni derivate. 

' 46. 

Avendo nel Calcolo Integrale diffusamente spiegata l' ori- 
gine, e la maniera di ritrovare quelle soluzioni particolari , che 
soddisfanno airequazioni derivate, quantunque non siano con- 
tenute nella loro equazione primitiva completa, ci asterremo 
dal parlarne di nuovo . Ha per compimento di questa dottrina 
faremo qui brevemente vedere, che cosa significano le soluzio- 
ni particolari, quando si riferiscono alla Geometria. Una equa- 
zióne qualunque i^.(a7, j, a)=^ tra x ed y ed una costante arbi- 
traria a , allorché si danno a'questa costante tutti i valori possi- 
bili» rappresenta una famiglia d'infinite corvè, le quali variano 
di posizione e di grandezza relativamente alle variazioni di a. In 
ciascuna di queste curve il valore di a si mantiene costante^ ma 
è diverso da una curva all'altra. Così l'equazione x*-f-j^=:A* 
rappresenta la famiglia di tutti i circoli, che hanno il medesi- 
mo centro, e raggio diverso ; l' equazione (a^-a)*-•-/^=:I tutti i 
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circoli di raggio eguale, ohe hanno il cenCro situalo in diversi 
punti dell'asse delle ascisse; e finalmente l'equazione 

^x-.ia)^-f-y'::;^.a rappresenta tutti i cerchi, nei quali varia e la 
posizione del centro sull'asse delle sscisse, e la grandezza del 
raggio in un modo dipendente dalla composizione della fan>sio- 
ne f.a • 

Data la famìglia di curve espressa dalla equazione 
F\x^ Jy 4)=:o, se si volesse una curva, che avesse un punto 
comune; con ciiisouna di quelle , questa nuova curva, potrebbe 
rappresentarsi dalla medesima equazione F\Xy y, a)ao, purché 
sì riguardasse a come funzione di x^ Infatti se & è un valore de- 
terminato della costante arbitraria a, la curva dell'equazione 
F\^> y • 6)320 avrà un punta comune con la curva- della equa- 
zione F.(a7»y/<^.^)=:70, e questQ punto oorrisponderà a quaU'a- 
scissa X tale, che renda^.:cs&.; e lo stesso discorso si applica a 
ciascuna debile cur\;e- contenuti» nella ^i^estma famiglia • 

La fiinzione (^,x ò indeterminata» e può esser qualunque; 
onde puà( in modo, determinarsi, che la curva dell'equazione 
F.(Xy yty ^.x)t^o soddisfaccia a qualche nuova cendizione, Pon- 
ghianio che questa curva debbia, peccare ciascuna delle curve 
contenute nella medesima famiglia ; dovrà in tal caso il valore 

di -/• essere il medesimo tanto nella curva toccante che nelle 
dx 

curve toccate , lo che per le cose precedenti otterremo (3o) » se 

faremo in modo, che l'equazione derivata da F.^x^y^ a)s30 sia 

la stessa quando a é costante, e quando ò funzione di x. Ma 

quando, a è variabile» qt^esta equazioi^ derivata contiwe di più 

il termine — j1^ • ^ 5 bisogna dunque che manchi questo 

termine, cioè che sia J^ ' — =o, la quel* equazione ci da- 

rà il valore di a, o sia determinerà la forma della funzione f.x, 
perchè la curva della equazione \F.(« , y , <^.x)z:zo tocchi ciascu- 
na delle curve rappresentate dall'equazione F\{Xyy, a)zso. 

Se riguardiamo l'equazione F.(X9 j, a)so come Tequazio- 
ne primitiva completa di una equazione derivata del prim*ordi- 
ne, l'equazione F.(x^y^ ^«^)=:o, ove (p.x è determinata nel mo- 
do precedente, è cid che si chiama una soluzione pafticolare 
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della proposta equazione deriTata. Daaqaa la eolnnoàe partioo^ 
lare di una eqaaaioae derivata del prim* erdiae yappresenta una 
curva, la quale avvolge tutta la famiglia di eusve ^sprésea dal- 
la equaaione primitiva completa, ed- iia oon ciaecuna di esee un 
contatto del prim' ordine. 

Sia data adesso tra x, y, -i^ , td una costante indetermi" 

»x * 

nata a Tequazione P.(:r,y/^, a}=^o; questa equazione rap- 
presenta una intera famiglia di curve , le quali nascono quando 
si danno ad a tutti i valori possibili . E se in luogo di a vi pò»* 

dr 
ghiamo <p,x, l'equazione F.(xt y, —, ^.x):^o, qualunque sia 

^>x , rappresenta una curva, che avvolge tutte quelle della fa« 

miglia precedente, ed ha con ciascuna di e^se un contatto del 

prim' online. Se determineremo adesso ^^ in modo, cherequa- 

dr 
zione derivata da F.{x, y, ^, a)=:o afa la medesima quando a 

è costante, e quando è variabile, alla qual condizione. soddisfi* 

dF.(x,y,-£,a\ 

remo, ponendo . . ■ ^zzo, la curva dell* equazione 

da 

^\^ 9 y f';^ p P'^f^^ f ATxà allora con le medesime curvo un 

contatto del second'ordine . Trasportando queste considerazioni 
alle soluzioni particolari vedremo, che la soluzione particolare 
di una equazione derivata del second' ordine rappresenta una 
curva, la quale ha un contatto del' second' ordine con ciascuna 
delle curve di quella famìglia, che è espressa dall'equazione de- 
rivata del prim' ordine, la quale è l'equazione primitiva com- 
* pietà della proposta. Simili riflessioni potranno applicarsi alte 
soluzioni particolari dell'equazioni derivate di un ordine più 
elevato. 

Ein qoBlhhiimo considerata una sola variabile y come fnn-^ 
zìone di ;r; diciamo adesso qualche cosa del caso, in cui due 
variabili y e z sono ambedue funzioni di una terza x • Siano M 
ed iV funzioni date delle variabili x, y, 2, e ponghìamo che 
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Abbiano hiogo insième le due equazioni ilfrra, Nsdb^ ore €» e i 
sono quantità costanti; tanto y che z saranno funzioni di jc . 
Quindi se pcendiamo le funzioni derivate da Jlf ed iV consid^ 
Ando y e come funzioni di x, sussisteranno insieme le due 
equazioni , che nascono dal porre eguali a zero queste funzioni 
cleri vate y. cioè 
- . dM^ dz dM 4y àM _ 

"■ dz * dx djr ' ds • dx "* 

dN dz^ dN^ dy dN _ 

dz ' dx dy * dx dx *^ * 
lo che può dimostrarsi con un discorso analogp a quello usato 
al num. 9, 

Viceversa, èe fosser date le due equazioni derivate 

ax dx 

dx dx 
ove i coefficienti A, B^ C dipendessero in modo da una med^- 

àima funzione JÉf, che fosse -/<=:——, Bbr-r- , C=-t-, e così 

dz djr dx 

pure fosse Xfe-T— » ^^'T' » ^^^'T' farebbero Mzia ed 2V=i 

le loro equazioni prilliti ve. Ma siccome date due equazioni si 
può dalla loro combinazione in infinite maniere dedurre altre 
due equazioni equivalenti alle prime » ma di coefficienti diver- 
si, è molto raro il caso» che l'equazioni proposte abbiano tra i 
loro coefficienti quella relazione , che abbiamo ad essi assegna- 
ta;, onde per lo più non sarà cosi facile la ricerca delle loro 
equazioni primitive* Qualunque però sia la forma di questi 
coefficienti, una tal ricerca potrà sempre ridursi a quella dell'e- 
quazione primitiva di una equazione derivata tra due sole va- 
riabili. . ^ 

Incominciamo dal ridurre l'equazioni proposte ad una for- 
ma più semplice , eliminandone prima ^ ^ poi ;p ; e ponendo 

AE^BLhzG, CE^BF=H, AF^^BszI, in Ittgo di esse 
consideriamo le seguenti . 
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cbe equivalgono alle piìme, ma sono più semplici. Prendiamo 
le fanziooi derivate da ciascun termine della equazione (i.) , ed 

dy dz d^z • 
avremo una nuova equazione t>^*^ « > y > *» ^ > 5" > T^ > ^ 9^*" 

r 

le 81 ridurrà solamente tra X 9 jr» ^>^ 9 7-;» *® in luogo di 

•j- vi porremo il suo valore — -g . Ora mediante questa e Yt^ 

quazione (i) eliminando y otterremo nnr equazione' derivata del 
second' ordine tra x e jb, e tutta la difficoltà dipenderà dalla ri- 
cerca della equazione primitiva di essa . Infatti trovata questa 
equazione primitiva, ehe chiameremo (3), la quale conterrà x, 
z e due costanti arbitrarie a^ b, ne prenderemo l'equazione de- 

Jff dz 

rivata, e ponendovi — ^in luogo di -j- avremo una nuova equa- 
zione (4) , che conterrà x^y^z^a^ei/he due equazìoiii 
(3) e (4) soddisfaranno alle proposte. equazioni derivate, e de- 
termineranno ciascuna dejle due variabili ^ ^ z per v. 

È facile adesso il dimostrare, cl;ie dalle proposte si può 
sempre dedurre altre due equazioni, ciascuna delle quali sia 
della forma 

dM dz dM dy dM 

.4zld9^ dy * dx dx^ * i 

Dall'equazioni (6) e (4) ricaviamo il valore di a e di i per X^ 

y, z, e sia at=JP, fcrQ; quest* equazioni P:sa^ Q=6 equivar-^ 

ranno all'equazioni (3) e (4)> e ci presenteranno sotto un'altra 

forma Tequaziooi primitive delle proposte • Consideriamo una 

di quest'equazioni P=ui, e. passando alle funzioni derivate avre* 

^dP dz dP dy dP:^^ ^ ,J A ' . • 1 ^ 

^^ "J" • 3C"*" 3" ' S"*" 5" ' sostituendo in questa in luo- 

dz Sy 
V^^^A^ ^ ^ i loro talori ricavati dall'equazioni (i) e (a) ot- 
terremo una equazione ^dentica • Poiché se non fosse tale , ci da- 
rebbe una relazione tra :r, jr, e z, la quale dovrebbe esser d'ac- 
cordo con requasioni PzMj e Qsb, e ciò non può èssere, per- 
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che quella reiasione non conterrebbe le contanti ae b. Se inve- 
ce di sostitnire nella equazione -r- • ^-t-^ . ^-t- — =o ara- 

^ dz dx dy dx dx 

bedae i valori ^* j^ ® ^ » vi ponghiamo solamente quello di 
dx' avreitìo ^ . _-^ . — h-^=o.E siccome quesUequa. 

zione diventerebbe identica, se vi si sostituisse il valore di — 

. . dz ^' 

ne segue che il valore di — ricavato da essa dev'essere identi- 
camente eguale a quello che ci somministra Teguazione fi) . Sa- 
/ iP^dP ^ ' 

x -I ^ * dy dx ¥¥ 

là dunque ~ —^^ ^ ^Ua qual condizione soddisfa- 

remo nel modo il più gei^rale prendendo — — i^ . —=mH 
^zzmG, ove « è funzione di x,y, z. Similmente se nella 
equazione medesima ^ . g^g . g-*.g=o ««tituiamo il 

valore di ~ ricavato dalla proposta (i), Tequazione 

dP dy H dP dP , . , , 

5^ • 53?""G • H'^ dx^^ ' ^^^^^^ risulta, dovrà esser d'accor- 
do con requarfone (a); onde nell'istessa maniera avremo 
dP H dP dP 

dx'^ G * dz^^ ' 1?^"" eM«ndo n funzione di x,y,z, E 

qui si osservi che ambedue l'eciuazioni — — ^ ^— «Ff 
3J ~"G ' 71^^^ " uniscono a darci ^z=mH.^I . 

Pertanto l'equazione % .^^^ . ^^*±^ ^t.A.a 
, , ^ dz • dx^ dr dfdx**^ prenderà 

la forma 

e Mstitnitì i vabri^di G,H,I direoteri ' 
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cioè nascerà dalla somma dell' equazioni proposte 

ax ax 

dx ^ dx 
moltiplicate respettivamente per le funzioni Em-^Dn ^An-^Bm. 
Applicando il medesimo discorso all'altra equazione Qish giun- 
geremo ad un simile resultato; onde viceversa si può conclude'^ 
re, che esistono tali funzioni , per le quali essendo moltiplicate 
l'equazioni proposte e poi sommate^ si ottengono due equazio- 
ni della forma 

dP dz^ dP dx dP 

dz * dx dy * dx dx 
dQ dz^ dQ djr^ dQ^ 

dz * dx dy * dx rfrc"^ * 
le quali conducono immediatamente all'equazioni primitive 
Pzzui, e Qzzb, I medesimi principj si possono applicare alla ri-» 
cerca dell'equazioni primitive di tre equazioni derivate tra 
quattro variabili; e così in seguito. 

48. 

Due equazioni tra tre variabili x ,yy z riferite alla Geome- 
tria rappresentano in generale una linea di doppia curvatura y 
di cui X y y , z sono le coordinate. Se dall'equazioni date in x , 
y ^ e z sì elimina prima Zy e poi y, si avranno due nuove 
equazioni , una tra ^ ed y, l'altra tra x e z, le quali rappre- 
sentano le projezioni della linea di doppia curvatura ikìl piano 
delle X e delle j, e nel piano delle x e delle z; e quest'equazio- 
ni si possono usare in luogo delle altre, perchè servono egual- 
mente a determinare i punti della linea di doppia curvatura. 

Siano dunque x, y, z le tre coordinate rettangole di una 
linea di doppia curvatura, ed yzizF.x, z:^f.x le di lei equazio- 
ni . Ponghiamo che siano/?, q» rie coordinate di un'altra curva 
riferita ai medesimi assi, e qzz:(p.p, rr^^.p le di lei equazioni. Se 
sì vuole che queste due curve abbiano un punto comuire corri- 
spondente all'ascissa x , posta p:^jx: dovrà essere 7=^y , ed r^iz , 
cioè ^.opsTjF.a?, e '^.x:^f.x , Per un altro punto corrispondente 

Tom. IH. 9 
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all'ascissa ^-4-2 le coordinate y e z della prima cnrva diveate» 
ranno F.(a:-f-i) , /.(x-4-i) , e le coordinate ^ ed r della seconda 
curva saranno ^^.(xh-ì) y ^.(ath-i) . Quindi la distanza tra i due 
punti, i quali nelle due curve appartengono all'ascissa j?h-ì sa- 
rà ==|/[(F.(ar^iH?>.(a;H-0)«H-(/.(ar^i)-^ , 
se per piti semplicità facciamo i7=:F.(a7-4-ii)-— f^.(:r-4-i), 
A=^.(af-4-i)— '^.(th-i): ed è chiaro che questa distanza sarà tanto 
più piccola, quanto più piccole saranno le quantità D e A . 

Ora se svolgiamo queste quantità in serie, e ci ricordiamo 
che (p.xzzF^ e '^.xzr/'.ar, avremo 

\dx^ dx) ^\dx^ dx^ì a,5\ii» dx^) 

A=:i/^-^U^l^^^-.^UÌl/^-^Uec 
^^ \dx dxì ^ a W* dx^ / ^ V^a;» dx^)^^' 

ed è evidente che queste quantità 27 e A saranno in generale 
tanto più piccole, quanti più tra i primi termini del loro svi- 
luppo si annulleranno. Sia infatti -;^=-r-e -T-=:-r-'t cioè 
^^ dx dx dx dx 

siano eguali le funzioni prime derivate dalle coordinate comuni 
in ambedue le curve, e col solito ragionamento proveremo che 
si potrà prendere i così piccola , che riescano più grandi i valo- 
ri di i? e A relativi ad una terza curva condotta pel punto co- 
mune alle due prime, nella quale non abbia luogo la medesima 
eguaglianza tra le funzioni derivate. Dunque in vicinanza del 
punto comune sarà maggiore la distanza tra la prima curva e la 
terza di quella, che si trova tra la prima e la seconda, e per 
eonseguenza la terza curva non potrà passare tra le due prime. 
E qui applicando le medesime nozioni, che abbiamo dati per i 
contatti delle curve ordinarie, diremo che le due prime curve 
contemplate hanno un contatto del prim' ordine. Che se fossero 
eguali anche le funzioni seconde derivate dalle coordinate co^ 
muni, allora il contatto delle due curve sarebbe del second' or- 
dine; e cosi in seguito. 

49- 

Prendiamo in luogo della seconda curva una retta qualun- 
que , di cui la posizione sia determinata dall'equazioni if^n-ì-hp, 

rzzc-^p; avremo (fi.x=arhhx, T.a?=c-i-ex, ^^ni , -5-=e . On- 
' ax ^ dx 
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de, perchè questa retta abbia un contatto del prim'ordine^ cioè 
perchè sia tangente della linea di doppia curvatura , di cui Te* 
quazioni sono y=.F.Xy zzif.x^ dovranno aver luogo le quattro 

^ dF dy 
equazioni a^x^izF.x^y ^ c^^eanzf.oczzz , i:=: 31 ^^ 5~ > 

«== ^^ ^ • Determinate per mezzo di esse le costanti a^ b, 
e, e saranno 

l'equazioni della tangente riferita alle coordinate ^^ ^ , ed r . 

Le due equazioni trovate appartengono alle projezioni del- 
la tangente nel piano delle ^ ed y, ed in quello delle x e z^ e 
facilmente apparisce, che esse rappresentano (zi) le tangenti 
delle curve piane espresse dall* equazioni y:^F,Xf ss^.Xy le 
quali sono le projezioni della linea di doppia curvatura sopra i 
medesimi piani. Quindi si può concludere , che per condurre la 
tangente ad una linea di doppia. curvatura in un punto dato ba- 
sta tirare ne' punti corrispondenti le tangenti alle due projezio<« 
ni di essa; poiché quella fetta, che ha queste due tangenti per 
projezioni y sarà la tangente cercata. 

So.* 

Se nel piano delle x tà y ^\ descrive la projezione di una 
linea di doppia curvatura, si potrà riguardare questa projezione 
come Tasse curvilineo^della lioea di doppia curvatura, ai qua-. 
le essa sia riferita per mezzo delle coordinate z. Questo princi- 
pio ci somministra un modo facile di trovare la lunghezza 
dell'arco della linea di doppia curvatura, e l'area della sup^rfii- 
cie cilindrica 9 che avendo per base la projezione è terminata al- 
la medesima linea di doppia curvatura. Chiamiamo fi' arco 
della projezione, facendolo cominciare ad una data ascissa , S 
l'arco corrispondente della linea di doppia curvatura, V 1' area 
della superficie cilindrica; e supponendo che l'arco J sia diste- 
so in linea retta, la superficie cilindrica si ridurrà ad un piano, 
sul quale verrà ad essere applicata la linea di doppia curvatu- 
ra^ che potrà allora considerarsi ,comc una curva piana, di cui 
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le coordinate ortogonali siano s e «.Quindi applicando ad essa 
le formole trovate (3a, 33), e riguardando z^S.ed t/comefan- 
. • j. dS , /i dz^\ dU 

zioni di s avremo '^ = \/ y-^-jj;) > « ^=^ • Ma poiché j è 

una funzione di x determinata (33) dall'equazione 

dx V \ dx»f* dx ds dx ls[/ V^dx»)' 

dz _dz /( dy»\ dU dU /t dy\ 

Tx-isV v*^;» di=3rK V"^5^;' * «o»t»t"«ndo 

di . j. do dz dD . . , 

I sopra i valori di — , — , — ricavati da quest'equazioni ot- 

saranno S ed U respettivamente le funzioni primitive delle 

5i. 

Non abbiamo fin qui parlato, che delle funzioni di una so- 
la variabile; passiamo adesso alle funzioni di due o più variabi- 
li. Sia F.(x^ y) una funzione qualunque deOfe variabili x ed y 
tra loro indipendenti; ponghiamo in essa «>hì in luogo di x, ed 
y-f-A: in luogo di y, ove i ek sono due quantità indeterminate, 
e svolgiamo la funzione F.(j;-hi, y-^Jc) in una serie ascendente 
secondo le potenze ed i prodotti di i e A;. I coefficienti di i e ib 
saranno nuove funzioni di :r ed y , che chiameremo funzioni de* 
riva te dalla funzione primitiva F.(Xf y): di queste e dei coeffi- 
cienti seguenti ci proponghiamo di trovar la legge. 

La teoria delle funzióni di una sola variabile ci sommini- 
stra il modo di trovare Io sviluppo della funzione i^.(:p-*-i , j-fJt) 
secondo le potenze ed i prodotti di i e *. Incomiiìciamo dal so- 
stituire nella funzione F.{x, y) solamente a?-w in luogo di x la- 
sciando y intatta , ed avremo per le cose precedenti , 

F.{x^i, y)=F.{x, y)^i—L^^ «. __i-i2^c. 

dF.{x^y) d^F.ixyr) > i /. . 

ove — — — , — ^^^ -"' , ec. sono le funzioni prima , seconda, 

ec.'derivate da F.{xy y) considerandola come funzione della so- 
la variabile \r , cioè riguardando y come costante. Adesso se nel- 
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le fan»oni jP.(;r, y) , — ^"^ f — '^ , ce, poDgbiamo yn-A; 

in luogo di y lasciando intatta a? , esse diventeranno respettiva- 
niente 

F.{x,y)-¥Jc — 5H=^-H -T—"^ — =r — .\ ■■■-h6c, 

. dF,(x,y) . dF.(x , y) 

dF.{x,y) /' dx , *» ^ '~^ ^,, 

dx dy ^ dy^ 

d^F\x,y) d^F\x,y) 

d^F\x^y\ ^j^ ^' dx^ ^ t« "^ ' dx» ^^^ 

dx» dy a rfy» "*" ' 

ec. 

Sostituendo questi valori nella equazione precedente avremo Io 
sviluppo di jP.(a?-i-j,y-i-A;), cioè 



JtF.[x yy) ., ' dx 
-«-« ' J -t-i« .«4- ec. 

A» d»F.\x,y ) 



Per più semplicità indicheremo — TI col segno ( t- j , 

— ij^ col segno (^) , ^ col segno (~^), 

" ' dx , I d*F \ ** dac» , / d*F\ 

e generalmente ■ col legno/ ). La fi];nEÌo- 

I si formerà dalla funzione F, se prima se ne 
prenderà la funzione prima derivata rapporto ad ir , e poi da 
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ifuesta la fanzione prima derivata rapporto ad y. Così otterre- 
mo la fanzione (7—7-) prendendo la funzione seconda deri- 
vata da F per rapporto ad a? » e da questa la funzione prima de- 
rìvata relativamente ad ^r, ec. 

Secondo questa maniera di scrivere la funzione z delle va- 
riabili J? ed y, allorché vi si porrà ar-i-i in luogo di x , ed y-f-i 
in luogo di y, diventerà 

'^' (jr) *^ te) *ri (^) * ""• 

a \J/*/ a Kdxdy^ f 



t^(Ìi^) H-ec. 



a 73 \dx 
nel quale sviluppo la forma generale dei termini è 

I A- /e jg^ 

a»3..«/is a»3«««ii \^J^giJ^Ì 

Nel cercare lo sviluppo della funzione F.(^-f-ì , y-nA;) ab- 
biamo prima sostituito x-^i ad ^^ e poi y^f-X: ad y. Ora è chiaro 
che lo sviluppo sarebbe identicamente lo stesso, se invertendo 
le sostituzioni ponessimo prima y-h^ in luogo di y , e poi nella 
serie che ne risulta ^-f-i in luogo di x. Operando in questa se- 
conda maniera , e ponendo z in luogo di r\x^ y) otterremo per 
le. sviluppo di J'.(jp-M, y-fJfc) la serie 

\dx) \dydx) a \dy^ds) 
a \dx^) a ydydx^J 



ÌL.lÌll\ 
a.i5 Wv 



Questo secondo sviluppo dovendo essere identico con quello già 
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ottenuto, converrà che sia (4^) = (4^) , 

\dxdyt \dydxl 

(5?;è) = (5?S^) • {^d7^)-(j^ ' « generalmente 

y — ;^ — «/"\ — « — w) * ^'^^^ ** P^^ concludere, che nel cer- 
care le funzioni derivate dalla funzione z e relativamente ad x 
e relativamente ad y possiamo seguire quell'ordine, che più ci 
piace, sicuri di giunger sempre al medesimo resultato. 

53. 
Dalla funzione z di due variabili si ricavano adunque le 
due funzioni prime derivate /^^ e (g^) , che sono i coefficien- 
ti di i e * nello sviluppo di «, dopo che vi si è posto x^i ed 
y-f-A in luogo di a? ed y. Queste funzioni derivate si deducono 
dalla funzione primitiva z con le medesime regole, che per le 

funzioni di una sola variabile; infatti nel prendere ft)" con- 
sidera z come funzione della sola variabile a: , e si riguarda z 
come funzione della sola variabile y nel prendere {^\ . Tro- 
vate queste se ne dedurranno nell'ìstesso modo le funzioni déri- 
vate seconde (0) , (^) , (^) , la prima delle quali è la 

funzione prima derivata da Ì£A relativamente alla medesima 

variabile x, la seconda è la funzione prima derivata da (^) 
rapporto alla variabile y, e la terza è la funzione prima deriva- 
ta da ^^ì relativamente alla variabile y, o la funzione prima 

derivata da ^^ì rapporto alla variabile x, che abbiamo veduto 

esser lo stesso. £ cosi in seguito si troveranno tutte le funzio- 
ni derivate di un ordine più. elevato con le medesime regole, 
che hanno luogo per le funzioni di una sola variabile. 



! 
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54. 

Se z non è espressa esplicitamente per a? ed y » ma è <iata 
da una equazione trt^, x, y^ e Zy siccome questa equazione deve 
aver luogo qualunque siano x ed j, sussisterà ancora dopo che 
in luogo di :r ed y vi porremo ar-i-i ed y-fr-Ar, qualunque siano i 
e A:. E quindi se dopo queste sostituzioni si sviluppa Tequazio- 
ne secondo le potenze ed i prodotti di i e A; , i termini moltipli*- 
eati per un medesimo prodotto di i e ^ formeranno tant* equa- 
zioni separate . Ma i termini moltiplicati per i danno la fanzio- 
ne prima derivata secondo x ^ i termini moltiplicati per k la fun- 
zione prima derivata secondo y y quei che sono moltiplicati per 

— danno la funzione seconda derivata secondo x,ec. Dunque 

essendo proposta una equazione qualunque Ita x^ y y e Zy se ri- 
guardando z come funzione di a? ed y data da questa equa- 
zione prenderemo le diverse funzioni derivate da tutti i suoi 
termini e per rapporto ad a; e per rapporto ad y, avremo per 
ciascuna operazione una equazione derivata /che chiameremo 
del prim' ordine 9 del secondo, ec, in quanto conterrà le funzio- 
ni derivate prime , seconde, ec, e da quest'equazioni dedurre- 

1 • j- /^2J\ /dz\ /d^z\ / d^z \ 
mo I valon d, (^) , ^ , (^.) . {-^) , ec. 

Sia l'equazione proposta i^.(x, y, «)=:o, e considerando y 
come costante, e z in j^onseguenza come funzione di x avremo 
(8) la funzione prima derivata da F.{x^y, z) relativamente ad 

X così espressa (j*)-*-("j-)w) • Nell'istessa maniera la fun- 
zione prima derivata da F.{Xy y y z) rapporto ad y sarà 
VjT) "+• yr- )(t") > ® siccome ciascuna di queste funzioni deriva- 
te dev'essere eguale a zero, avremo le due equazioni 

(e) * (SXsH • (f) * (S)(0)=°' ^*"' 1^' "i *•*"• 
" ©=-^ • (1)=--^ • '•"■"'• «>•' '• '-""'"' 

\dz) \dz) 
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Lj-j » (j") ®8P'®w® P®'f ^ 9 y* ^ ^9 ricaveremo da esse i valori 

di l^-^) 9 ( , , ) , ( j^i prendendone di nuovo le funzioni 

prime derivate relativamente ad j; ed y , e così in seguito. 

.1 medesimi principi ^^ possono applicare alle funzioni di tre 
o più variabili per la ricerca delle loro finzioni derivate . Ma 
questa applicazione é cosi ovvia, che non merita ulteriore schia- 
rimento » giacché non si tratta che di ripetere per ciascuna va« 
riabile contenuta nella funzione quelle medesima operazioni, 

che si fanno sulle funzioni di una sola variabile . 

« 

55, 

Ripigliamo l'equazione F\x;y^ z)zro, e nel prendere la 
funzione derivata da F\Xy T t ^)> invece di considerare le varia- 
bili jp ed y tra loro indipendenti, riguardiamo y come funzione 
di x; la funzione derivata in questa ipotesi sarà anch'essa egua- 

*le a zero. Per dimostrar ciò denotiamo col segno -r- la funzione 
derivata da z^ allorché si riguarda y come funzione di x . Abbia- 
mo posto tra due parentesi il segno l-r-) » che indica la funzio- 
ne derivata da z relativamente ad x considerata come isolata ed 
indipendente da y, perché si distinguessero tra loro queste due 
funzioni derivate. Ciò posto la funzione derivata da F,{x ^ y» ^)> 
allorché y ed in conseguenza anche z si riguardano come funzio- 
ni di «, sarà (8) 

ldF\ /dF\dy (df\d^ 

\dx) \dx) dx \dz/ dx * ' 

Ma siccome z è funzione di ^ ed y , ed y si suppone funzione di 
X, abbiamo pel medesimo num. 8 . 

dz ^^ /^«\ /£f.\ ^y 

dx "" \dx/ \djr/ dx * 

Dunque sostituito questo valore la funzione derivata da 
F^x^y , z) nella ipotesi di y funzione di x sarà 

/dF\ (dF\/dz\ dyT(àF\ /dF\/dz\l 
\dx)'^\dz)\dx)'^ dx\\dx)'^\dz)\dy)y 



ed é chiaro che questa quantità é rro indipendentemente dal 
Tom. IIL 10 
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W®" *^» ^ a motivo deli' e<iuazioni (^-*-(55(s)=® ' 
/dF\ /dF\/dz\__ 

Meritaceli essere osservato che, qualunque funzione di 3C ed 
y sìa ì;;, l'equazione 

dx "" \dx/ \dj) d» 

è una equazione identica • Neil' ìstessa maniera y^ se indichiamo 

col segno ^ la funzione derivata dalla funzione u di tre varia- 
bili x^y^Zy allorcliè si -riguardano y^z^eàu come funzioni di 
»j avremo l'equazione identica 

du /rfa\ /du\ dy /rftt\ dz 

dx'^\di)'^\4y)dx'^\dz)dx'* 

e cofl^ delle altre • ^ r 

Lo sviluppo trovato della funzione J^.(a?H-iy y-^) ci som- . 
ministra il mezzo di svolgere una funzione qualunque di x ed 
y in una serie ordinata per le potenze ed i prodotti delle varia- 
bili X ed y, quando la ninzione è suscettibile di una tale evola- 

Bo.e.Si.noF°'*'.f*'°,F°;\iJ'*'° ,F''' ,Ji*'*,ec. 
le quantità, nelle quali respettivamente si cangiano le funzioni 

vi si pone rr=o ed yzio , e generalmente sia F ' il valor» 

) nel caso di « ed y canali a zero • Sic- 

come lo sviluppo della funzione FJipC'^y J-^^) ha luogo, qua- 
lunque siano i valori di x ed y^ ponendo ^c3=o ed y^o avremo 

F.(i,t)==JF^>%iF''V'jF^\VÌi-F^'%ec. 



**r.o,a i*» j.1,% 
a a 



a 

» «i.a 

-♦-ec. 



ì;f«-v«. 



OPUSCOLO L 75 

E poiché i e k sono qualunque, potremo adeaso porre x in luo- 
go di j, ed y in luogo di A; y ed otterremo 

F.(:r,3r)=F^'^^F''%^i?'^'Vec. 



H^F^'VaryF**Vcc. 

i 

•4- ce. 



^ZIf^*^ 



nella qua] serie la forma generale dei termini è 

^ a a "^ 

A . O • . . /li . 2 • d . • • Il 

Se avessimo l-^XnA , ove A è una funzione data di x ed 
y, il valore di z sarà rappresentato dalla formola precedente • 
Ora dair equazione proposta abbiamo il valore di lyA , e da 

qoesto poMiamo dedarre i raion di (^),(^i-),(J^) , 

«c., e generalmente quei di f j , purché m sia eguale o 

dx^djr 
maggiore delF unità; ma la stessa equazione nulla ci dice sopra 

—--) f ì quali possono esser qualunque : quin- 
djr^ 

di saranno indeterminate le quantità F^'^ , F^'^ , F^'^ , 
F * » ee. Ma la serie 

2,0,0 j,o. i^T±pO,i^^y^pC,i^^ 

•^ . a a.ò 

rappresenta (17) lo sviluppo di una funzione qualunque di y^ 
Dunque avremo 

«^y**F' '^'^^F^'V^lF^'Vec. 

^Fi»V%i?*''-Heo. 
H.^F''»+ee. 



I. 
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ove f,y è una funzione indeterminata di y^ Generalmente nel 
prendere la funzione primitiva di qualun^e funzione derivata 
jBDnviene aggiungervi una funzione arbitraria di quella variabi- 
le y che nella derivazione è stata considerata costante ; la qual 
funzione può essere sparita mediante la derivazione » giacché è 
la stessa la funzione derivata da F\x^ y) relativamente ad x, 
e la funzione nella medesima ipotesi derivata da F.{x, yì'^f'y* 

Data r equazione primitiva F.(x, y, z):no, da essa si dedu- 
cono T equazioni derivate (^)^(^(^)=o, 

f --3- j-4-(-^lf^lrrOy le quali sussistono insieme con la propo- 
sta; e quindi qualunque combinazione» che si faccia di queste 
tre equazioni, può tener luogo dell'equazione primitiva. Se la 
funzione F.{Xyy, z^j conterrà due costanti a, i, si potranno 
queste eliminare col ihezzo delle tre equazioni » e si otterrà. una 

equazione derivata in x^y^ Zy (^-l , l-j') f ^^ quale conterrà 

due costanti a e b dì meno che l'equazione primitiva. Dun- 
que viceversa l'equazione primitiva di una data equazione deri- 
vata dovrà comprendere due costanti arbitrarie di piii cheTe- 
quazione derivata; ma non sarà perciò T equazione primitiva ia 
più generale 9 dalla quale la proposta possa esser derivata. 

Per trovare questa equazione primitiva più generale si os- 
servi che reliminajEÌone di a e ^ condurrà alla medesima equa* 
zione derivata y anche quando a e b non siano costanti, ma si ri- 
guardino come funzioni di x ed y, purché Tequazioiii 

(S) * Q(èH ♦ (?) ^ {^(^H " ""^°*«*"'» *• "- 

desime . Ma allorché si considerano a e b come funzioni di x 
ed y, la prima di quest'equazioni contiene di più i termini 

Q{È)*(S)(S)' • ** •~°°*** * **"°'°» 

{£}(^ ■*■ iwidp) ' *I™*** t*""»"' P«™'* dovranno annul- 
larsi . Ponendo i=:f.a avremo (jA = -3— (3^) > 
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I j- 1 = -"^ f-pl , e quei termini diventeranno 

riranno insieme , se si prenderà a tale, che soddisfaccia alFegaa- 
zione ( j~)-*^(5r y^'--==^<>* ® 1* funzione /.a rimarrà indetermi- 
nata • • 

Da ciò si dedace che l'equazione primitiva , la quale in ge- 
nerale soddisfi ad una equazione derivata del prim' ordine, deve 
contenere una funzione arbitraria: e per giungere a questa ge- 
nerale equazione primitiva basta che si conosca una equazione 
primitiva più particolare F,{Xf y^ z)^o, la quale comprenda 
due eostanti arbitrarie a e ft . Si porrà in questa bz2f.a, e si de- 
terminerà a in modOy che soddisfaccia all' equazione 

(■T- j-f-C-gj)-^*— =:o, e trovato il valore di a sarà /.a la funzio- 
ne arbitraria. 

58. 

L'istesso princìpio può applicarsi all' equazioni tra un più 
gran numero di variabili . Data una equazione derivata del 
prim' ordine tra le variabili x^ y, z, eà Uy ove u si considera 
come funzione di x,y,ez, ponghiamo che si conosca una di 
lei equazione primitiva F.{Xy yt^f >ì)=o, la quale contenga 
tre costanti indeterminate a, b, e. hs, proposta equazione de- 
rivata nascerà dalla eliminazione delle tre costanti mediante 

r.,o«lo»i #-.(., y, », »)=o , (g)* (^^)=<, , 



resultato della eliminazione sarà lo stesso, anche supposte a, 
b , e variabili , purché le tre ultime equazioni si mantengano le 
medesime. Ma se facciamo czzf.(a, h), e riguardiamo aeb come 
funzioni di x,y,Zf quelle tre equazioni verranno aumentate 
respettivamente dei termini 
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\dn)\dr) "^K rf*; W ■*" W/Wfl AS/ "** V UcAdb)\di) 

\daì\l^}'^\ dbfUy) '*'\7hAda}\dy) "*" \ dcAl^fW) 
fdF\/da\ /dFydb\ Jdf\/'^\/da\ /àA/df\/db\ 

i quali dovranno perciò annatlarsi. Ora ^ facile il vedore, ch« 
per ottener ciò basta porre 

Se dunque determìoati i yglori di a e i per mez90 di quMt'e- 
quavioni ti sostituUcono nell'equazione F.{x, y, z^u)zsOf eaaa 
diventerà l'equasione primitiva generale d«lla pc^po^ta, e con-' 
terrà la funzione arbitraria /.(a, b). 

59. . 

Data una equazione derivata» h ricerea della di lei equa- 
zione primitìva dipende da quei metodi» che nel Colcoh Inte- 
frale abbiaipo iniiegnati per l'integrazione dell'equazioni dette 
a differenze parziali . Ma siccome potrebbe incontrarai qualche 
difficoltà neir esporre questi metodi secondo i priocipj dell' ana- 
lisi delle funzioni derivate^ accenneremo il niodo di trasportar 
qui alcuni de' più generali , che appartengano all'equazioni del 
prim' ordine .^ia dunque proposta l'equazione derivata 

ove Xy Y y Z sono funzioni date di x^y^ e z: 

Dalla equazione identica (53^ S^^ v5^)'*'vJ"/ T' ** P'^**" 

da il valore di f^ì , e sostituitolo nella proposta^ essa divea? 
terà 



^s-^-dK^f-'-H- 



/ 



OPUSCOLO*!. 79 

Per kodditfare a questa ponghiamo 

e da queftt'eqttfl2siòiiiy nelle quali y e z sono rigtiaTtlàte come 
funzioni di x potremo (47) passare alle due equazioni primitive 
iS=»y Risby ove S ed R sono fnnxioni date di j;, y, 0, ed a e & 
coatanti. Ora io dioo che ciascuna dell'equazioni S^za ed R^ 
•oddiflfà alla proposta. Infatti prendendo dalP equazione S^a le 
funzioni derivate nella ipòtesi di j e js funzioili di x avremo 

/dS\ (dS\dx (^§\^— 

\dxf \dy} dx \dz) dx'^ * 
Ma siccome questa equazione è étata dedòtta dàU'eqtmzioni (1)» 
dovrà esser d'accordo con esse; onde sostituiti in essa i valori 

di ^ e -r- ricavati dall'equazioni (i),* l'equazione che risulta 

da tali softituzioni (47)» cioè 

sarà identica . Adesso daTltf equazione S^ui prendiamo le funzio- 
ni derivate relativamente ad j;^ ed y, riguardando queste varia- 
bili come indipendenti , ed avremo ( ^j -|2- \Ti\Tjp^ * 

la proposta otterremo 

che ò la prepedente equazione identica . 

Neiristeiio modo H dimostrerà, che Tequazione Esdf sod- 
disfa alla proposta; atai è facile il vedere che alla medesima 
soddisfarà anche T equazione S^^^aR^db , óve a t b sono costan- 
ti . Trovata così una equazione primitiva della proposta con due 
eostanti arbitrarie; potremo (St) conseguirne Tequazione primi- 
tiva generale. Avremo cioè P.{Xf y, z)::zS-Min^b ^ e quindi 

f 2-)='R> (2^)^^^^' » onde, posta b^,a^ dovremo determinare 
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a dalla equazione jf{— -^^=ro • Sarà dunque R una funzione* 

. di a, e viceverea a sarà una funzione di JR, che chiameremo 
^.jR, e siccome la funzione / è arbitraria , lo sarà ancora la fnn- 
zinne (p . Ora essendo b funzione di a, b^-^R sarà una funzio- 
ne indeterminata di R, che chiameremo ^^jR, ed S^zV.R sarà 
la generale equazione primitiva della proposta • 

Lo stesso metodo può presentarsi sotto un'altro sspetto. 
Siccome abbiamo veduto ^ che tutto si riduce a trovare due par- 
ticolari equazioni primitive, che soddisfacciano alla proposta, 
sia S^ui una di quest'equazioni . Prendendone le funzioni deri- 

Tate rapporto ad x U y avremo (f)^:)-^ (^)=o , 

\X)\5")"*" (t")"^^' e sostituendo nella proposta i valori di 

(dz\ idt\ . . , ' ,, 

l'i ^ Va') '^^^^^^^ ^^ queste otterremo 1 equazione 

che sarà identica. Infatti dovendo essa sussistere insieme con 
S^ui, conviene che sia identica; o che lo divenga quando vi si 
sostituisca il valore di js in :v, y , ed a ricavato da S^za\ e que- 
sto secondo caso non è possibile, perchè quella equazione non 
contiene a. 

Ora prendiamo la funzione derivata dall'equazione S^sa 
nella ipotesi di y funzione di a? , ed avremo 

^dS^/dS\dz /dS\dy /dS\ 

"^ dx'^ \dz/ dx \djr) dx \dx) * i 
e sostituendo il valore di f ^ l ricavato dalla« equazione iden- 
tica 

Nella medesima maniera, se iZrri è un'altra equazione primi- 
tiva 9 che soddisfaccia alla proposta , trovecemo 

Quindi iS=a ed Rz^ib saranno l'equazioni primitive dell'equa- 
zioni 
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Ma qaeite eqaiyalgoneallA seguenti 

JL rr- W i O 

(^ àx 

danque-cereando requazìoni primitive di quest'ultime trovere- 
mo requazioni richieste 5=:a ed Rizb . Questo metodo è simile 
A quello, elle si trova nella Teoria delle funzioni analitiche , ma 
è reso indipendente dalla cognizione della forma, che deve ave- 
Te la generale equazione primitiva della proposta^ 

6o, 

tSia data adesso l'equazione tra quattro yariabili x, y, Zj 

ove sono JÌT, F, Z, ed F funzioni delle medesime Taxìabili. 
Prendendo dalla equazione identica (55) 

E=©*(D^*©è «'-..«©. • •"«■— 

dolo nella proposta, essa diventerà 

^K-^-(|)(^è-»')-(ì)(^5-^)=«. 

alla quale iBoddisfaremo ponendo 

dx "" 

dx 
Da quest'equazioni, nelle quali j, x, ed u son riguardate come 
funzioni di jr, passeremo all'equazioni primitive R=:a, Szzb ^ 
TzziCy'ùve i2,£, e Tsono funzioni date di x, y , z^ ed u, ed a, 
&, e costanti; e ciascuna di e$$e soddisfarà alla proposta. Infat- 
ti! dalla equazione Jlssa prendendo le funzioni derivate nella 
Tom. HI. Il 
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dx Vrfr/~"w«A~° 

g-f.(.,y.»,»)*o{g)=o, 

e trovatene V equazioni primitiye R^im , 5=s( » 7b:c » sarà 
/{=f^.(5, 7^ la generale equazione primitiva della equazione (i). 

Nella equazione 12=^.(59 7^ ponghiamo i-r) ^^ luogo di 

Il , e siccome non abbiamo che la sola funzione derivata (-fj , 

potremo supporre x costante , e passare alla equiuione primitiva 
mediante il calcolo delle funzioni di una sola variabile, se non 
che in luogo della costante arbitraria dovrà porvisi una funzio- 
ne indeterminata di JT. Sia iNr=o questa equazione primitiva; 
essa rappresenterà in generale tutte T equazioni, dalle quali si 

può ricavare i valori di f ^ j o sia di u » che soddisfanno alla 

equazione (i). Mai valori di u dedotti dall'equazione jlfzzo 
soddisfanno anch^essi all'equazione (i). Dunque l'equazione 
Jtfzzo , cioè l'equazione primitiva della proposta o sarà l'equa- 
zione medesima iVi=:o, o sarà in questa contenuta, e ne nascerà 
allorché si limiterà la generalità della funzione arbitraria .. 
Prendiamo per un esempio semplicissimo l'equazione 

(Ti^^^^yTi ^^® "* * costante. Sarà F.(x,y, z,u)^=unu, e 
q^"°di (^=0, (^=o , (^^'«J o»d« r equazioni (a) di- 
venteranno 5-=o , -p-4-wso , 2~^=^» ® ^^ queste si deducono 

l'equazioni- primitive uz^a, j'^^ngzsb^ zszu:^ e perciò 
u:z:(p,(y^mx y z) rappresenta tutti i valori di u, che soddisfanno 
all'equazione (i). Sia Y.(j^m«, z), una funzione arbitraria di 

(ir) 

y^mx9 e z, sarà tale anche la funzione — JL » ^^® avei^> 
do perciò la medesima generalità della funzione ^*{y'*'mXfZ)i 
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fotik porsi in luogo di questa. Pertanto FeqiiMiiona 

(j-p^^'iy-^'mxtz) si potrà mettere sotto la forma 

(^Xè) -^ (?) ^^^ ' "" ^* ^* '"^^ equsziooe pnmitiTa sarà 
Y.(y-wnT, ìip^.x. Siccome essa eontieoe le 4ue fiin^ioai arbi- 
trane ^ ed/y è troppo generale per soddisfare alla proposta» e 
convien limitare la generalità della funaione/^ Prendendo le 

fanaioni derÌTate avremo (•;i-)'^ (tKj")'^^ ' 

\d^) \dz) 

questi Talori nella proposta avremo j^'^^l'Ti^^^^^x'di* ^^^^ 
^ =:o e la funzione f.x costante . Dunque l'eqna^one primiti- 



Ta della proposta sarà "¥ (y^^mx j 2)z=co8t:y o sia fB^^.{y'^mx\. 
L' equazione , che abbiamo considerata in questo esempio , 
^ compresa tra quelle del num. 69, e più facilmente con quel 
xnetodo poteva ottenersene l'equazione primitiva. Noi però Tab- 
l>iamo a bella posta prescelta per dare un esempio del metocTo 
in generale , giacché nei casi , nei quali la propòsta non è con- 
tenuta tra quelle del num. 59, s'incontrano difficoltà insupera- 
l>ili per passare dall'equazione I{zz(p.{Sf T) alla sua equazione 
primitiva Nzze. ' 

In vista di questi ostacoli ci limiteremo a cercare della pro- 
posta una equazione primitiva più particolare. Facciamo nella 
equazione R:zu/^,{S ^ T) la funzione ^ eguale ad una costante, 
cioè consideriamo una dell' equazioni primitive Rz^a^ che si ri- 
cavano dall'equazioni (a). Ponendovi (—1 in luogo di u avre- 
mo una equazione derivata tra ^^ y , is, (t^)» ove potremo sup» 

porre x costante» e riguardare z come funzione di Vf e la ricer* 
aa della funzione primitiva dipenderà dal calcolo delle funzioni 
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di una sola yarìabile . Questa equaaione primitiva conterrà la 
costante a ed una funzione arbitraria f.x della variabile op, che 
è stata supposta costante ; e dato il valore conveniente alla fan- 
sione arbitraria si ridurrà ali* equazione primitiva della propo* ^ 
sta. Si sostituisca pertanto il valore trovato di z nella proposta, 

e si otterrà una equazione derivata tra x yf,x ^ e ^ , la quale 

servirà a determinare la funzione /.t , è questa determioazione 
porterà una nuova costante i . Trovata in tal guisa una equa- 
zione primitiva dell^ proposta , la quale contiene due costanti 
arbitrarie a e &, potremo da questa ool metodo del oum. hi* 
ricavare la generale equazione primitiva , 
Sia proposta per esempio l'equazione 

Avremo F\Xy y ^ z^ u^^fM^ e quindi (-j-Wo, f-T-j=u^ 
1-^1= -/-; onde T equazioni (2) saranno 

àx iu 

dz - df 

La prima di esse ci dà ti^a, e ponendovi per u il suo valore ab- 
biamo y^ysM y e prendendo le funzioni primitive z^zay-^.x . 

Si deduce da questa 1-^1 = ^ , e sostituiti i valori di f-ij e 

yy-j nella proposta si ottiene ^r^.a, e quindi ^.xrzxf.a^f 

è zìizay-^xf.a^ . Da questo valore particolare di z se ne può 
dedurre il generale (87), se si pone brz'V.a^ e si determina a 

dair equazione orryr-KP' -*t-* h — -~ : cioè si ottiene l'equazio- 
ne primitiva generale mediante reliminazione di a dalle due 
equazioni 
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df.a d^.a 
'^ da da 

6a. 

In una maniera simile potranno richiamarsi ài principj del 
calcolo delle funzioni derivate tutti i metodi conosciuti per l'in^ 
tegraetone deir equazioni a differenze parziali. Rimane adesso 
da esaminare il caso , in cui una equazione derivata tra le varia- 
bili Xyjy e Z9 quantunque due di esse siano tra loro indipen- 
denti, non si presenta sotto l'aspetto di equazione a differènze 
parziali. Abbiamo di tali equazioni accennata sopra (55) T origi- 
ne , osservando che data una equazione tra a? , j e 2; ha luogo in- 
sieme con essa T equazione, che se ne deriva nella ipotesi che 
y sìa funzione di x, la quaF equazione ha la forma 

ove A9 B^ e C sono funzioni di x^ y, e z* Vediamo adesso co- 
me data l'equazione (a) si possa rimontare alla di lei equfizione 
primitiva. 

Allorché questa equazione (o) .è stata derivata da uiia equa- 
zione tra x^ y e Zy se avessimo presele funzioni derivate per 
rapporto ad « ed j considerandole tra loro indipendenti, avrem- 
mo ottenute (55) le due equazioni ^/^ j -t-jBr=o , ^(^ WC=ro; 

dunque queste due equazioni devono esser d' accordo in darci 
quella medesima equazione primitiva^ che ci darebbe l'equa- 
zione (a). Ora della equazione -^(3-) '•^Bzzo, ovey è supposta 

costante ^ potremo cercare l'equazione primitiva col calcolo del- 
le funzioni di una sola variabile, ma poi invece della costante 
arbitraria dovremo porvi una funzione indeterminata di j. Cosi 

pure Tequazione primitiva di ^f^j-4-C=:o conterrà una fun* • 

zione indeterminata di x. Se dunque determineremo le due fun- 
zioni arbitrarie in modo, che le due equazioni primitive ottenu- 
te si riducano ad una sola, sarà questa l'equazione primitiva 
dell'equazione (a). Più semplicemente trovata l'equazione pri-^ 
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mitiya ài AÌ^j-^Bczx), si sostitairà il valore di z neir altia 

A l-j-j -4-C=o> e 8i determinerà in modo la funzione arbitraria ^ 

che anche questa equazione abbia luogo « 
Data per esempio l'equazione 



dz ftr-i.z ar-f-is dr 
dx jr-f-jr x-^y ''dx 



£> 1 j . . /dz\ ar-f-«^^_ ìdx\ ar-t-2 

formeremo le due equazioni i-r-l-*- ^so.l j-l-^- =o , 

^ \dxr/ x^^x \djr/ X'^x 

le quaK poste sotto la forma (jr-f-j) (7-) 

1(up-i-y)(^l-i-!&j-f-J8^o ci danno subito T equazioni primitive 

(x-*-y)«-i-a:«=:<j>.jr, (a?-»-j)»-Hy«s=V.^. Acciò ossesi ridncano ad 
una sola, convien che sia ^.j-Ky'r=^.:r-i*-a;* , ed il modo più ge- 
nerale di soddisfare a questa condizione consiste nel porre ciar 
scuna delle quantità f,y-^y^ , e '^.x-kt^ eguale ad una costan-« 
te a; onde (x-«^j)2-KP>-i-^9=:a sarà l'equazione primitiva del- 
la proposta. Avendo trovata l' equazione v(j:r-Hy)i;-»-j?*^^.y pote- 
vamo dedurne il valore di | -=- 1 r= (-^ — 4; | , e sostituen* 

Xdyf x-f/ \dy /' 

dolo nella equazione l-jA -♦- z^o avremmo ottenuto 

j^-^-ayiro, cioè ^.j«:a— j;», come sopra « 

IME a nella equazione (a) le quantità A^ B e C non possono 
^sser qualunque , e devono avere tina certa relazione tra loro. 
Per ritrovarla si osservi (Sa) , che qualunque funzione di x ed 

y aia Zy la funzione derivata da f^ì rélativainente ad j dev'es- 
sere eguale alla funzione derivata da Lj-Ì relativamente ad x-. 

Ora abbiamo l^)~-*'"j » ® (t')^^*"T* dunque la funzione 
derivata da ^ rapporto ad y sarà ^uale alla funzione derivata 
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fi 

da --T rapporto ad ^. Se riflettiamo che A e B Bono funzioni 
ài X, y , z, e z è funzione di dp ed y, la funzione derivata 
da --? relativamente ad y sarà 

A\dx)'^A\ dz/Ur) "■ 2^Ujr/ A A dzjKdyì 

== 'M^^/^^«^(^)^^^^^ e così pure 
A\ày) A^\dzì A^\dyf A*\dzf * ^ 

da -j relativamente ad :r : onde avremo 

Questa è la condizione, che deve aver luogo, perchè la 
preposta (a) sia derivata da una equazione tra x, y e is; ed è 
quella medesima , che nel Calcolo Integrale vien chiamata con^ 
dizione d'integrabilità* Sia qui conviene osservare che, se Te- 
quazione primitiva tra ^, y e je comprende una costante arbitra- 
xia e, la quale non h contenuta neUa proposta, e quindi nò pu- 
re nella equazione di condizione, dovrà questa verificarsi indi* 
pendentemente dal valore di z, cioè essere identica; altrimenti 
ci darebbe una relaziona tra ^» v e 2;, la quale mancando della 
costante e non potrebbe accordarsi coli' equazione primitiva. 
Onde viceversa si può concludere, che Tequazione di condizio- 
ne dev'essere identica, qualunque sia z^ 'perchè la proposta am- 
metta una equazione primitiva completa contenente una costan* . 
te arbitraria . ^ 

64 

Se r equazione dì condizione non fosse soddisfatta, ciò in- 
dicherebbe che non vi è alcuna equazióne primitiva, dalla qua- 
le la proposta possa esser derivata , e quindi che la proposta non 
può sussistere, allorché si riguarda z come funzione delle due •. 
Tariabìli indipendenti op ed y , ed in questo senso è assurda , Per- 
chè essa abbia un significato bisogna porre, che v sia realmente 
funzione di x; poiché la proposta riducendosi allora tra due so- 
le variabili z eaa ammetterà sempre una equazione primitiva* 

Tom. III. la 
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Ma siccome dalla equazione proposta nulla ci vien detto su tfttt^ 
sta funzione di x, a cui y dev'essere uguale ^ essa rimarrà inde- 
terminata, e potrà esser qualunque; ò sia potrà prendersi un 
altra qualunque equazione tra x^yez, la quale abbia luogo 
insieme con la proposta. Avremo pertanto (47) due equazioni - 
primitive, una formata dalla relaanone assunta tra 9«d j, l'al- 
tra dedòtta dalla combinazione di questa con la proposta , 1» 
quali considerate insieme soddisfaranno alla proposta , e contar-' 
ranno una funzione arbitraria; e riferite alla Geometria rappre- 
senteranno una linea di doppia curvatura. Tutto ciò combinft 
con quello, che abbiamo detto jDel Gap. IX. del Cnlcolo Integra^ 
le relativamente all'equazioni, le quali non soddisfanno alle 
condizioni d'integrabilità, e forma il fondamento dei diversi 
metodi quivi esposti per ottenere le soluzioni delle medesime: 
onde non ci tratterremo di più su questa materia • Solo aggiun» 
gè remo il seguente teorema, il quale ci mostra l'estensione di 
tali soluzioni. Data una equazione tra tre variabili 4V, v e s» 
nella quale non sia adempita la condizione d'integrabilità, si 
può in qualunque superficie segnare una^^sarva di doppia cur» 
vatura, i punti della quale soddisfacciano all'eqnamoiie pro- 
posta. Infatti dalla equazione ^Ua superfieìe Mrso^ e dalln 
proposta eliminando g otterremo una equazione derivata in ar 
ed y^ di cui l'equazione primitiva sia, iVizro; e queste due 
equazioni Afnc ed N^o prese insieme soddisfaranno alla prò- 
posta. Ma le ipedesime equazioni insieme considerale rappresene 
tano una linea di doppia curvatura descritta sulla data snperft« 
eie, di cui la proiezione è espressa dalla equazione iVi=x>. Duni* 

S[ue i punti di questa linea di doppia curvatura soddisfanno ak 
a equazione proposta. 

Abbiamo rapidamente percorsi i diversi rami del Cal- 
colo Integrale, e gli abbiamo veduti discender tutti dall'analisi 
delle funzioni derivate. Le riflesdioni che abbiamo fatte sopra 
alcuni dei metodi , che si usano per 1* integrazi«>ne deli'equazio^ 
ni dlIFeTenziali , possono facilmente estendersi agli altri, e pos» 
sono tutti richiamarsi ai principi rigorosi del calcolo che abbia» 
mo esposto. Non può adunque rimanere alcun dubbio sulla le- 
gittìmità dei metodi de] Calcolo Differenziale ed integrale, po»-^ 
che quantunque possano essere stati dedotti da fondamenti non 
abbastanza chiari ed accurati, ai medesimi metodi però conda** 
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«onù altri prinoìpj, sul rigore dei qaali non pa& nascere al* 
eaoa difficoltà. 

45. 

Pasetamo a veder qualche uso delle fnnasìooi derivate di 
due Tariabili; ma prima osaervìarao che nello svilappo della 
fonstone F.(aM-i , j-t-A:) si possono prendere le quantità i e k 
ooaì piccole, che la somma dei termini, nei quali lek hanno 
la m^esima dimensione, sia maggiore di tutti i termini seguen- 
ti. Infatti posto kszÀi quello sviluppo diventerà 

^ qualunque quantità finita sia X potrà (19) prendersi i così pic- 
cola , che un termine qualunque superi la somma di tutti i se* 
gaeitti : dunque ec. Mediante questo principio potremo rendere 
più rigorosa la ricerca dei massimi e dei minimi delle funzioni 
óì più vartabili, osando un discorso analogo a quello, che ab- 
l>samo adoprato (ao) per le funzioni di una sola variabile. 

In virtù del medf^sinio principio, se saranno date due serie 
ordinate per le potenze ed i prodotti ascendenti di i e J:, le 

quali abbiamo il medesimo primo termine j4i A: , si dimostrerà 
col ragionamento più volte usato, che uoa terza serie, ove il 

.primo termine sia Bi k ,.non potrà aver per limiti le due pri- 
me, cioè esser maggiore di una e minore dell'altra, se anche il 
primo termine di essa non sarà eguale a quello delle altre dxie^ 
^foè B=zA. 

66. 

Una equazione tra tre varial>ìli a?, y e s, due delle quali 
9 ed y sono tra loro indipendenti , -e la trrza z é una funzione 
delle altre due data da questa equazione, riferita alla Geometria 
^appreseiHa una superficie curva, di cui «, j e « sono le coordi- 
nate: quindi la teoria drffe superficie curve dipende dairanalisì 
delle funzioni di due variabili. Come una Un«»a retta può esser 
tangente di una curva, così un piano può essf*r tangrente di una 
4i^p«rfioie . £ qui adottando il medeaimo principio^ con cui ab- 



9» P U 8 C O L O !• 

biamo de termi mite le tangenti delle carye» diremo an piano et* 
Ber tangente di una superficie curva , quando tra questo piano e 
la superficie non potrà passare un altro piano qualunque con« 
dotto pel punto, in cui il primo incontra la superficie. 

Sia dunque eszF.{x, y) T equazione di una superficie eurya 
riferita alle coordinate rettangole x, y e z,e siano/?» q^ ed r le 
coordinate di nn piano qualunque prese sopra i medesimi assi^ 
ed r^M^p^hcq T equazione di questo piano. Perchè esso abbia 
un punto comune con la superficie, bisogna, che posta j^^zx, e 
^r=y sia r=z; onde avremo in primo luogo 
a-4-ix-H;jn:F.(x, j)=::z, dalla qual' equazione si potrà determi- 
nare una deHe costanti a^ b e e . Adesso per vedere quanto ne- 
gli altri punti la sup^xfieie si allontani dal piano , consideriamo 
quei punti, chejoomspondono alle coordinate x-f-i, j-«-A;. Nella 
superficie l'ordinata z diventerà F,{x'-¥ii y^^-k)^ e nel piano 
l'ordinata r diventerà a-H&(d?-w)-4-c(y-i-A) ; onde 
F,{x^iy y-t-*)— o— ì(«-m)— c(y-Ht) sarà la distanza dei punti, 
che nella superficie e nel piano corrispondono alle medesimo 
coordinate jt-i-ì, e y-t-A;. Chiamiamo D questa distanza, e svi-?- 
luppandola in serie avremo , a motivo di a-f^x-HCj=F.(:r, y) , 

Ponghiamo che svaniscano i coeiBcienti di i e £, ed avremo 
=(^ = (£) • *=(?Hè)' • ""*"*"• «-H*4>*«5r=« otterre- 
mo ^^^^^'^^^ij^f^yi'T')* ^ piano così determinato sarà tale, 

che tra esso e la superficie curva non potrà passare alcun altro 
piano , il quale sia condotto pel punto comune alla superficie f^ 
al primo piano. Infatti se chiamiamo À la distanza tra i punti, 
che nella superficie e nel secondo piano corrispondono alle coor- 
dinate :r-f-f , cy-f-A:, la quantità A conterjrà i termini ^moltiplica- 
ti per i e Ar, i quali svaniscono nella quantità i7, a meno che il 
secondo piano non coincida col primo • Quindi potranno pren- 
dersi i e k così piccole, che la distanza A riesca maggiore del* 
la distanza />. Il piano adunque determinato nel modo prece- 
dente sarà il piano tangente della superficie al punto delle poor- 
dìnate x^y e z\ 

Dato il piano della equapnone rzzui-^jH<gt se cliian^iamp 
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P r inolioàftione di etao mi piano delle p e q , cioè delle x ed y , 
ed a rinclioazione della linea d^intersezione di questi dae piani 
coir asse delle p^ o delle x^ abbiamo (Tom* I. num. io3. ) 
fc=s— 8en.aX^&iig«^9 0:=— cos.aXtang.^ ; onde si deduce 

tang.o::;:^ , e tang./?=p/(&>H-c'). RelatiTamepte ni piano tan- 
gente» 4i cni r equazione è 

/dz\ 



m 



HAt 



Sta ultima equazione si ricava coa./?=: 



67- 

Data una superficie curva (Fig. 6) 9 ì punti della quale sia- 
no determinati da una equazione tra le coordinate rettangole 
j4P=x, PQ=yy e QM=z,xìel piano APQ delle coordinate x 
ed y siano descritte due curve qualunque ^5, AT; e popghia- 
mo che da tutti i punti del contorno ASQT. siano condotte del- 
le rette perpendicolari al piano APQ 9 finché s'incontrino eoa 
la superficie. Queste perpendicolari determineranno un solido» 
che avrà per base la figura ASQT^ sarà lateralmente terminato 
dalle superficie cilindriche condotte* perpendicolarmente JuUe 
curve AS^ AT^ e dai piani perpendicolari a quello delle x ed 
y tirati lungo le rette 5Qy ^T^ e al disopra verrà circoscritto 
dalla superficie data. Chiameremo questo solido per più brevità 
il solido della base A^SQT, e siccome dev'essere una funzione 
di j? ed r, lo farenio eguale a jP.(x» y) . Se accresciamo Tascissa 
AP di PP'zzt, e formiamo il rettangolo PP'Q'Q, il quale sia 
tagliato dalla curva AS prolungata in SS\ sarà il solido della 
base 55'Q'Q!i=F.(x-»-i,y)— F.(:c,y). Adesso prolungando la coor- 
dinata PQ della retta Qfpdk , e^roxmando il rettangolo Qqq^(Z 
avremo il solido della base SS'q*q:=iF.(X'^^y'¥Jc)^F.{x^ y-^) 9 
e togliendo da questo il solido della base SS'Q^Q otterremo fi- 
nalmente il solido della base Qqq'Q^ 



\ 
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oendo q«o0te funskini ia Sf eie trtt^eremo che il primo tenari* 

ne dello svflappo di questo solido è =iA;f . . '■!. Ora se preu* 

diamo i e k cosi piccole , che per tutto lo spazio Qqq'Q' la z 
, non sia massima e minima, è chiaro che il solido della base 
Q97'^ à¥rà per limiti due dei quattio pri^mi^t che baoiio la 
medesima base Qff'Q^^sii^f e le altezze QÀfrss» 

«*=^é)*|(S)*-. f"=^i&yi&k''' 

y Wsv^iT j^ì^ r^W^ cioè wrà minore del più grande, a 

«naggiore del più piccolo di questi prismi. Ma essi hanno per 
primo termine del loro sviluppo la medesima quantità ikz; dun- 

J--T— )=^«» e da questa equazione converrà deter- 
minare la funzione if.(x, y), cioè la misura del solido della ba- 
se ASQT. 

Sia P\{x^ y) la funzione primitiva di z presa prima relati- 
vamente ad J7, e pòi relativamente ad y; avremo 
JF'.(ar,y)=P4(*,y)-i^.4P-«-*.y, ove le funzioni f^x e ^.y seno 
arbitrarie, e la loro determinazione dipende dalla natura delle 
curve ASy AT. Infatti se queste curve si riducono alle rette 
AP ^ARt in modo che«i cerchi il solido, che ha per base il ret- 
tangjolo A.PQRj è evidente che la funzione F.{x^ y) dovrà svar 
nire q^nando xz:zo qualunque sia y, e quando yso qualunque 
sia X. Sarà dunque P.(o ,y)-*-4>.o-i-''F.ys:50, 
P.(a?;o)'4-Hj?.a;^^.otrOj, P.(o, o)-*-<>>,o-^^^os:o„ onde avremo 
^,y^T^-.P.(a?, o)— P.(o , y)-HP.(o, o) , ed il solido della ha* 
s^ AP(^R avrà per espressione P.(j:,y)'«-P,(a7,o)*P.^o,y)-4-P.(Q,o). 
'Se determiniamo la funzione primitiva P\x^y) io modo» che 
svanisca quando x^ix> e quandoy^o, sarà P.(o,y)zco jP.(ap,DÌ=;c)^ 
P.(o,o)=ro, ed il medesimo solido sarà più sempUcemeote 
•espresso dalla quantità P.{x^y)* 

Se da questa quantità togliamo i solidi d^TLcihasi ASP ed 
ATHx avremo il solido della base\<^<SQT.. Ma siccome neUa 
curva AS ò PS funzione di AP cioè di x, il solido della base 
ASP h una fan sione ^ di rr; e così pure il solido della base 
ATR è una funzione F di y • Quiudi il solido dblla base ASQT 
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h'ZsP'{jt^yy^X^Y; • perciò fektivamento a ^esto solida 
^.a^z-^Xy e "V.yzTi^^Yi onde per determiuare le funzioni arbi* 
tratte fa d'uopo trovare la miaam del solido della base ASP, o 
di quello della base ATR « 

68. 

II* ordinata PS della onrTa ASèuna funaione di x^ che 
chiameremo /.x, ed il solido della base ASP è similmente una 
funzione di :ry che denoteremo col segno r.or. Se accresciamo 
l'ascissa AP di PP'zzd^ avremo il solido df^lla base 
^55'P'=r.(x-HÌ), ed il solido della base P55'P'=cF.(jc-w)^r.ar; 

onde sarà ^ ^ il primo termine dello sviluppo di questo soli-i 

do. Ora se prendiamo (Fig. 7) PQ^sy, e chiamiamo u il solido 

della W i><2Q'P', avremo (g)=.-„{^)^Ìl 0^. Si. 

Q.(x, y) la funzione primitiva di z presa per rapporto ad j, e 
talmente determinata» che svanisca quando v^M, ed avremo 

(^)=Qi^-^,y)=Q.(x.y)^if^^^'i{^yec, 0»de pre». 

dendo la fìiBnone primitiva rehtrvamente ad j otterremo 

ii=iQ.(^y y)'^- — (^j«4-ec.| ove non si aggiunge la funzione ar* 

bftrarìa di r^ perchè u deve svanire qtiande i::?o« Sarà dunque 

iQ.(jr,y) ti primo termine dello sviluppo di u^ e posta y^*» 

9iìLfi.'iQ,{x^f.x) ìì primo termine dello sviluppo del solido, che 

ha per base PSsP'. Questo solido si .cangia i» quello della basar 

P^S'P'^ se inveee di f.x vi si pone /.(J»-f*)^; onde apparisce che 

anche il solido della btàt/tP^fS'P' ha per primo termine del suo 

aviluppo la medesima quantità iQ.{Syf.M)* Ma i due solidi con- 

tenr»plati sono i limiti , tra i quali cade il soUdo della base 

dF 
PSS'P'; dunque avremo ^=:Q.(:r,/.ip), e F.OPS fdla funzione 

primitiva di Q,(x^f.x). 

Dall'analisi precedente si deduce » che pei^ avere il solido 
della base ^iSP dobbiamo prima prendere la funzione primiti- 
Ta di s relativamente ad y , considerando ^ ed j come tra loro 
indip«H:identi, e determinarla in modo, che svanisca quando 
ysx>i poi sostituendo /•« in luogo di y in questa funzione prì- 
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unitiva, con ch« diventerà una funzione di x» dobbiamo pren* 
dere di quest'ultima funzione di j? la funzione primitiva. Neil' 
ìstessa maniera per ottenere il solido della base ATR prendere- 
mo la funaione primitiva di z relativamente ad x, riguardando 
X ed y come tra loro indipendenti ; poi in questa funzione pri- 
mitiva porremo il valore di x in j dato dalla curva AT, é final- 
mente della funzione di y, che risulta da questa sostituzione^ 
prenderemo la funzione primitiva. 

69. 

Passiamo a cercare la misura della superficie curva , che* 
corrisponde (Fig. 6) all'area ASQT, e di cui quest'area è la 
proiezione. Se indichiamo tal porzione della superficie con 
F'ix,y)^ dimostreremo come sopra (67) che. la superficie 
MM'm'niy di cui la projezione è il rettangolo Qjq'Q' ha per 

, . 1 . Conduciamo pel 

punto M (Fig. 8) il piano tangente, il quale incontri in X^ T 
ed Vie coordinate Q'M' , qm e g'm\ e tiriamo le rette MAT ^ 
Mm^mm\ HTm! ed Mm\ Poste i e k così pìccole , che la super- 
ficie MJMTm'm abbia in tutti i auoi punti la curvatura voltata 
verso la medesima parte » è chiaro che il quadrilatero MX VT 
insieme con i due triangoli rettilinei MUrXf MmT ed i due 
trapezj rettilinei mTVM , BTXVw! forma un' area maggiore 
della superficie curva MJÙTm'm; ed all'opposto i due triangoli 
MM^m'^ Mmm! presi insieme formano un'area minore della 
medesima superficie curva . 

Cerchiamo il primo termine dello sviluppo di questi due 
limiti; e primieramente siccome c'insegna la Geometria , che 
l'area del quadrilatero MXVT è eguale alla sua projezione 
QQìq'q divisa pel coseno della inclinazione del piano del qua- 
drilatero con quello della projezione, il qual coseno (66) è 

9--- ! , avremo l' area del quadrilatero 

JfJmb=iit^/Ti+(^y+(^yl. II triangolo MmfX ha 
per altena QQ'=i, e per baae Jlf»X=-^(^)— i|g(g^).ec,; 
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dunque l'area^del triangolo aTrà il primo termine moltiplicato 

£er !• . Così pure vedremo che il triangolo jMhnTy ed i quadri- 
Iteri mTVm\ MXVrn! hanno il primo termine del loro svilup- 
po della terza dimensione per rapporto ad i e A;. 'Dunque 

ik \/\ ^•♦■(^) -•• \t\ I ^ ^ primo termine dello sviluppo del 
limite maggiore della superficie ourva MM'm'm» 

Nel triangolo M/n'xlf' abbiamo MM^'=QQ^'-|-(Q'^-Q^^ 
Wl!r^=Q^^^qW--qM')\ ed 

My*==(^VQYV(?V--QAf)*. Sostituendo i valori dì 
queste rette QQ', QAf , ec. troveremo che il primo termine 

dello sviluppo di MW ò zziA 1-^(7-) 1 * ^^^ il primo termi- 
ne dello sviluppo di Wm!^ è z=JcA ^-^{r) l> «he finalmente 

i primi termini dello sviluppo di Mm! sono 

=ri«H-A:»^ rYgj^/^\y . Ma l'area del triangolo MUTni' è no- 

to essere == jl/LiWTW'* ."M^" -(mM** h-1^^ -MÌS^*y 1 ; 
dunque il primo termine dello sviluppo di quest'area sarà 

=r— iA|/^| i-»-(j^) -•-(t-) I • Col medesimo calcolo trovere- 
mo , che l'area del triangolo Mmm! ha per primo termine del 
suo sviluppo la quantità -i ikì/ i i-h ( -j^ J -h 1^1 1. Dunque 

jA 1/^ j i-^ ( 2") "*"(t") I ^ *^ primo termine dello sviluppo 

del limite minore della superficie curva MM'm'm. Avendo per- 
tanto i due limiti il medesimo primo termine 

iA;iy^ j J-^'Ij-) •♦■(j") I » ®^ '1 primo termine dello sviluppo 
della superficie MM*m!m^ la quale deve cadere tra questi limi- 
ti , essendo lArf . , 1 , ne segue (66) che 

Tom. IH. iS 



una 
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(^)=l/^[^-*-(è)**(|)']- 

Se Q.{x, y) rappresenta la funzione primitiva della quan- 
tità ly^l ^-•"(t") "^izr) I P^®** prima relativatoente ad 

delle variabili j? ed j, e poi relativamente all' altra , e questa 
funzione primitiva si determina in moda, che svanisca quando 
sczzo, e quando y^x>, otterremo il valore di F.{Xjy) cioè della 
superficie curva, che ha per projezione l'area ASQT (Fig. 6) 
così espresso; Q*(«f j)-H^.jr-i-T.j. Le funzioni arbitrarie (p.x % 
"^.y devono in modo determinarsi, che sia ^^*x eguale alla 9u« 
perfide curva, la quale ha per projezione ASP , e **^.y eguale 
alla superficie curva, che .ha per projezione ATR . Non ini 
trattengo sulla maniera di misurare queste due ultime superfi- 
cie, perchè è affatto simile a quella esposta al num. 68. con la 
sola differenza, che bisogna considerare la funzione 

|/l*"*'W*"*'(^) J ^ Ittogo della funzione z. 

I medesimi principj , con i quali abbiamo determinato il 
piano tangente, potrebbero applicarsi alla ricerca dei diversi 
contatti, che hanno tea loro le superficie curve, nel modo pra- 
ticato relativamente alle linee curve . Ma noi contenti di avere 
indicata la strada rimetteremo per questa e per altre ricerche 
i nostri leggitori alla Teoria delle funzioni analitiche di Lagranr 
gè, dalla quale abbiamo estratta la maggior parte delle cose 
esposte. Noi ci siamo proposti in questo Opuscolo di facilitare 
l'accesso a quest'Opera eccellente, la lettura della quale non 
può abbastanza raccomandarsi agli studiosi dell' Analisi . E se 
in qualche parte ci siamo alquanto scostati dalla via tenuUt da 
quel gran Geometra, non pretendiamo di averne scelta una mi- 
gliore , ma quella che era pia analoga al metodo tenuto nel To- 
mo precedente, e più adattata a porre in evidenza quei rappor- 
ti tra l'Analisi delle funzioni derivate ed il Calcolo Differenzia- 
le ed Integrale, che in quell'Opera non erano bastantemente 
indicati • 
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SULLA RISOLUZIONE DELL' EQUAZIONI . 



JLn questo Opuscolo ci proponghiamo di trattare con qualoh'esh 
tensione di alcuni punti relativi alla teoria dell'equazioni, e 
specialmente di dare dietro alle traccie luminose segnate dair 
immortale Lagrange una qualche idea dei principi generali , dai 
quali dipende ia risoluzione delle medesime. Quantunque sem- 
bri a prima vista, che i metodi particolari esposti nel Tomo I. 
per trovar le radici dell'equazioni del secondo, terzo » e quarto 
grado non abbiano tra loro alcun rapporto , pure esaminandoli 
più attentamente vedremo , che in ciascuno di essi abbiamo pro- 
curato di ottenere una trasformata , la risoluzione della quale 
dipendeva da quella dell'equazioni di un grado inferiore^ e tr#- 
vate le radici di questa trasformata potevano da esse facilmente 
dedursi le radici della proposta. Oosì per esempio data 1* equa- 
zione del quarto grado 

abbiamo ottenuta la trasformata del terzo 

ève m era zze^ » ed e essendo il coefficiente del secondo termi- 
ne del fattore di secondo grado ^^«— er-H^o rappresentava la 
somma di due radici della proposta; dunque la trasformata in 
m aveva per radici i quadrati delle somme di due qualunque tra 
le radici della preposta. 

Qualunque si consideri dei metodi conosciuti , si vedrà 
sempre che tutti in sostanza si riducono alla ricerca di una tra- 
sformata , che abbia le precedenti condizioni; e questo e il prin- 
cipio generale, dal quale dipendono tutti i metodi noti, e quel- 
li che di nuovo potrebbero immaginarsi • Bi può vedere un tale 
esame dei varj metodi proposti per la risoluzione dell'equazioni 
magistralmente eseguito dal sommo Geometra Lagrange nelle 
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di lui Riflessioni sulla risolu:^ione algebrica delP equazioni pub^ 
blicate tra le Memorie dell' Accademia di Berlino degli anni 
1770 e 1771. 

Le radici di una trasformata qualunque hanno una data 
relazione con le radici della proposta, sia sono funzioni di 
queste. Quindi la risoluzione di una equazione si riduce alla 
ricerca di tali funzioni delle radici della propósta, che in primo 
luogo l'equazioni y delle quali queste funzioni sono radici, sia- 
no di un grado inferiore a quello della proposta, o siano trasfor- 
mabili in altr' equazioni , che abbiano questa condizione; in se- 
condo luogo che si possa da queste funzioni facilmente ricavare 
i valori delle radici della proposta • Trarremo in seguito da que- 
sto principio un metodo diretto per risolvere l'equazioni dal se- 
condo al quarto grado; ma' prima convien fare^lcune generali 
osservazioni sulle trasformate, 

i 

I. 

Chiamando x\ a?", x"' , • . . a?'''*' le radici di una propo- 
sta equazione del grado m indicheremo col segno 

f'{x'){x"){x"') . . . (x^') una funzione di tutte o di alcune di 
queste radici , secondo che sarà /tzziti , o p</n . Ma se la funzio- 
ne fosse tale, che non cangiasse valore quando si permutano tra 
loro le radici x\ ,x" , per denotare questo accidente ci serviremo 

del s^gno f.{x\ x"){x"'){x''') . . . (x^h^ Tale sarebbe la funzio- 
ne x^^'^x"^'^^"^ , la quale si mantiene la medesima, allorché 
si varia x' con x" . Questa costanza di valore nasce dalla forma 
della funzione, ed è indipendente dal valore delle radici x', x", 
le quali possono esser qualunque. 

Il valore di una funzione può mantenersi il medesimo per una 
data permutazione anche indipendentemente dalla dì lei forma;, 
ina in tal caso le radici, che entrano in questa permutazione 
non possono esser qualunque, e devono aver tra loro un parti- 
colare rapporto. Così per la permutazione di x' in x" la funzio- 
ne aa?'-4-3ar"-4-4x'" si cangia in ax''-i-3j?'-»-4x"', e può mantener- 
si del medesimo valore, ma convien che sia ay-i-3a?"zraa?"-i-3x', 
cioè x"zzx\ Bisogna distinguer bene questi due casi» ed io in- 
tendo adesso di parlare del primo . 
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Nella stessa maniera il »egfio/.(a?' , a?", x"^)(x'^) . . . {x^'^') 
indica una funzione, che per la sua forma non muta valore, al- 
lorché si cangiano in qualunque modo tra loro le tre radici 

x\ x'\ x'". Se la funzione /.(a?' , x'')(x"')(x'''){x'') . . - (x^^) si 
mantiene la medesima, anche quando si cangia a;'" in x'^, la de- 
noteremo col segno /.(x', x"){x"\ x^^){x^) . . . {x^*^'). E così in 
seguito . 

Si chiamano simili quelle funzioni , che sono rappresentate 
da una medesima forma , e contengono le medesime radici ; di^ 
simili quelle che sono rappresentate da forme diverse. Sono si^ 
iriili perciò le funzioni /.(a?')(a?")x'"), F.{a?')(a?")(a?"'), e così pure 
le funzioni /.(a?', a;")(a?"'), F.{oc? y x"){x'") ; dissimili le funzioni 
f'{x',x")(x'")y F,{x'){x"){x"*) . Le funzioni simili a qualunque 
permutazione tra le radici o si mutano ambedue , o restano am- 
r>edue le medesime. Lo stesso non accade nelle funzioni dissi- 
mili , perchè per esempio la funzione /.(a?^ x''){x"') non si mu- 
ta quando si cangia x' con x", ma per la stessa permutazione si 
muta il valore della furgone F.{x'){x"){x'"). 

Data adesso una equazione del grado m^ di cui le radici 

•iano x\ x" y x"' . . . x^ % si debba trovare una di lei trasfor- 
mata qualunque, cioè una nuova equazione, che abbia per ra- 
dice la funzione /.(j?')(ar'')(a?'") ... (a:' '), la quale suppongo ra- 



zionale. Chiamata 7bro questa trasformata, e t la di lei in- 
cognita, la quantità' T sarà eguale al prodotto di tanti fattori 
semplici 

t-.f.ix'){x"){x"')(:f"') . . . (>)) 

t-f.(x"){x^(x"'){x"') . . . (x^")) 

t-f.{x"'){x"){x'){xt^) . . . {x('«)) 

ec. 

quante sono tutte le possibili permutazioni tra le m radici 'x\ 

x^' yx"\x^^ • • . jp^ ' . Ma il numero di queste è noto essere 
1.2.3.4 • . » m; dunque il grado dell'equazione Tzzo, che chia^ 
meremo », sarà in generale =1.2.^ . . . m • 
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Per trovare tutti i fattori, senza ometterne alcuno , sarà bc* 

ne di tenere un cert' ordine nell' eseguire le permutazioni . Data 

la funzione/.(j7')(^")(:r'") .. . . s'incomincierà dal cangiare a/' in 

x^ e viceversa y e si avrà due funzioni; poi in queste si muterà 

x'" prima in j/ e poi in or" , e si avrà in tutto sei funaìoni ; ora 

in ciascuna di queste sei funzioili si cangerà x*^ snccessivamen- 

te in x\ in x^\ in x^^\ ed avremo in tutto 24 funzioni, e cosi 

{ni\ 
in seguito finché si giunga ali* ultima radice sir ' . 

Trovate tutte le diverse funssioni ed i corrispondenti fatto- 
ri , dalla moltiplicazione di quésti si otterrà T equazione TcOi 
che avrà la forma 

J^ aJ^'*^'^ tèJ^"^^ y^^w— 3 

t '-^At -^Bt — Ct -4-ec.=zo* 

ov« sarà A:z: alla somma di tutte le funzioni trovate, B:^ alla 
somma di tutti i prodotti delle medesime funzioni a due a due, 
ec. E siccome la funzione proposta ò razionale, e nel valora del- 
. le quantità A ^ B^ C, ec. tutte entrano egualmente. le radici 
della proposta, potranno queste quantità Aj i7, C, ec. espri- 
mersi razionalmente per mez^o dei coefficienti della proposta 
con quelle regole, che abbiamo date nel Tomo I., e più gene- 
Talmente daremo in appresso. 

3. 

Quantunque in generale il grado n della trasformata sia 
=:j.2.3. ..m, cioè al numero di tutte le permutazioni tra le ra* 

dici x\ jt", x"' .,,x^ ', pure se la funzione proposta in grazia 
della sua forma non soffrirà vi^iazione per alcuna di queste per- 
mutazioni, r equazione Tzzo si abbasserà necessariamente di 
grado • Poiché supponghiamo per esempio la forma della funzio» 
ne f,(x'){x''){x'")(x'^) . . . esser tale, che essa conservi il mede- 
simo valore, quando si cangia x^ in or'", cioè quando delle radi- 
ci contenute nella funzione la prima si cangia nella terza; in 
modo che sia 

f.{x'){x")(x"')ix'^) .... z=/.(x"'){x"){x')(x"') . . . 

L'equazione 7!=o avrà queste due radici eguali; ma è facile il 
provare che tutte le altre radici saranno eguali a due a due. 
Prendiamo infatti un'altra radice qualunque/.(4p")(a?'")(fl?')(ar''^).., 
e siccome questa per la sua forma mantiene il proprio va- 
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lore, quando la prima radice x^^ si cangia nella terza x\ 
avremo 

Dunque la quantità T sarà eguale ad un quadrato Tj > , e per- 
ciò l'equazione Tno potrà rMursi a Tizzo: il grado di questa 



n 



ultima trasformata sarà —, ed essa avrà per radici tutti i iralo- 



a 



ri della funzione data , che sono differenti di forma . 

Pongbiamo adesso che la forma della funzione 
f'{x'){x*^)(^"){x'^) . • • • sia tale 9 che essa mantenga il suo valo- 
re , allorché si cangia contemporaneamente x' in x" ^ x" in x'" , 
ed x'" in x\ cioè la prima radice nella seconda, la secopda nel* 
la texza, e la terza nella prima» e sia perciò 

f.{x'){s"){x'"){x'n — =M^"Kxn{^i{^'n • • • . 

La funzione /.(:r")(j?'")(:i?')(x^^ • • . • ci darà in grazia della sua 
forma 

/.(ar'0(x"')(*')(^O . • - =/.K')(*0(O(«''l • • • • 
« la funzione f.{x'^')(x'){x"){x^^ • . • • similmente ci darà 

f.{x"'){x'){x"){x''') =/.(x')(^")(a?'")(«"') 

ove l'ultima funzione ottenuta è la stessa , che la prima^^ Dun- 
que le tre funzioni /.(a?')(x''K^"')(*^'')- • m /•(a^'')(*''')(^')(a:''') . .. , 
f*{x'")(3P*){ic")(x^^) • • • • saranno eguali tra loro, e diverse dalle 
altre; ma anche queste altxe saranno eguali a tre a tre, e per- 

ciò r equazione Tzzo, ridntta che sia» sarà "del grado rr. Nell'i- 

stesso modo si dimostrerà che , se la funzione proposta per le 
permutazioni tra le radici x\ x'\ x"\ ec. conserverà il medesi- 
mo valore in quattro o più maniere » iJL grado della trasformata 



n 



ridotta sarà szrr* , o ec. 

4 
Pertanto se la funzione proposta è della forma 

^ f.{x\ x")(x'"){x[^ . . . . , la quale ha la proprietà di restar la 
medesima pel cangiamento di x' in x" , il grado della trasfor- 
mata ridotta sarà . Così se la funzione avrà la forma 

f.(x' 9 x", x"^{x^^ . • . . , la quale non cangia a qualunque per- 
ni utasuone tra le radici x'^ x'\x''\ siccome il numero di queste 
permutazioni è =1.2.3, sarà il grado della trasformata 
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•^ . Similmente se la funzione avrà la forma 



/.(a?', V)(a?"', x'^){x^ . . . ., il grado della trasformata riescirà 
r= ' * " ■ ' ; e più generalmente se la forma della funzione 
fosse 

f(x' x" x'" JP)\(JP^^) Jj'-*-^^ x^"^^^ x^^h 

il grado della trasformata 3arebbe s — . E la fun- 

zione della forma /.(a?' , x'' , a;-'' . . . • , x^ ^) , la quale ha la prò* 
prietà di mantenersi invariabile a qualunque permutazione tra 
le radici della proposta , dipenderà da una equazione del grado 

V tf% ^C wMft 

' ' ' ' — =1, cioè del primo grado , e sarà perciò determina- 

bile razionalmente per i coefficienti della proposta. Lo che cosi 
esser deve, perchè quella funzione 4u(te egualmente contiene Ir- 
radici della proposta • 

4. 

Fin qui abbiamo supposto , che la funzione data contenes-» 
se tutte le m radici della proposta ; ponghiamo adesso che ne 
contenga un minor numero p , in modo che sia rappresentata 

da /.(a?')(:r")(a?'") . . . (x^*) . E chiaro che a questa funzione 
potremo dare la forma 

f.{x'){x"){x"') . . . {x^h(x^^'K ir^^**^ ^^^^^ . . . , x^'^h , 

considerandovi ciascuna delle radici a?^"^ ' ^x^^^^\ . . . x^' 
moltiplicata per coe£Scienti =o. Dunque il grado della trasfor- 
mata sarà ' * ' ' i ' — \ > ® questo grado potrà anche divenir 
minore secondo la forma, che avrà la funzione data relati va«* 
mente alle radici x\ x" ^ a?'", . . . x^' . Così se la funzione 

avesse la forma /.(a?', x'\ a?"', . . . x^^^) , il grado della trasfor- 
mata satebbe i-^-3. . m m(m-,)t>»-|>)|;..(».-^.)^ 

Quindi se si volesse una equazione 

x^'¥-ax^'^ -h^a?-^"* -+-ca?^'*' -i-ec.=o, 
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la quale avesse tutte le sue radici comuni con la proposta , cioè 
fosse un di lei fattore, i coefficienti a, b, e, ec. , che sono 

funzioni della formi /.(a?', x'\ s"\ . . . , jf^O , dipenderebbe- 

j . :t_i j m(m— j)(m — a) . . (w— d-4-i) 
ro da una equazione del arado — -^ J ■ - r .. . 

5. 

.Dalle cose precedenti apparisce i.^ che il grado n di una 
trasformata qualunque, la quale abbia per radice una funzione 
razionale delle radici della proposta , sarà sempre eguale al nu- 
mero I . 2 .3.. . m, o ad un divisore dì questo numero; 2.^ che 
le funzioni simili delle radici condurranno a trasformate del 
medesimo grado; 3.^ che in qualunque caso si può trovare di- 
rettamente la trasformata , la quale ha per radici i diversi valo- 
ri della funzione data . Adesso passeremo a mostrare , che qucv- 
sta trasformata non solo ei aonuninistrerà il valore della funzio- 
ne data , ma che potrà da essa ricavarsi il valore di qualunque 
altra funzione delle Yadiri della proposta , senza che vi sia biso- 
gno di calcolare la trasformata , di cui la seconda funzione sia 
radice . Sia dunque 

la trasformata, che ha per radici tutti i valori differenti della 
funzione t. Chiamiamo y quella seconda funzione, di cui cer- 
<?hiamo il valore dipendentemente da quello di ^ , e suppon- 
gliiamo in primo luogo ohe queste due funzioni siano simili • 

Denotiamo con ì segni t' , <" , /"*,... V^^ i valori della fun- 
zione t differenti nella forma « che nascono da tutte le permuta- 
zioni tra le radici x', x" , a?"', ec, e siccome le funzioni t ed y 
sono simili, saranno in egual numero i differenti valori di, j, i 

Suali rappresenteremo con i segni y' , y" , y'", . . . y^ ' in mo- 
o disposti , che la funzione y' comprenda le medesime radici 
e nel medesimo ordine , che oootiene la funzione ^ , e le altre 

"> y'" » • • • y corrispondano alle medesime permutazioni tra 
e radici ar' , a?" , x'" , ec, , alle quali respettivamente corrispon- 
dono le funzioni t'' , i'" , • . . Z'*^ . Così quando t^^^ si cangerà 
Tom. III. ^4 
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in r^^ 9 nel medesimo tempo y^ ^ si muterà in y^ ^ . 
Ciò posto consideriamo la funzione 

€P .y'^'P .y'WrP .y'" +«(")■''. jr^") , 

ovej9 è un numero intero qualunque « la quale avendo la pnK 
prietà di mantenersi invariabile , qualunque permutazione si 

faccia tra le radici x\ a;", a?'", • . . a:^ ' ,ed essendo perciò del- 
la fotmB./.{x\ x^\ x"\ . . . , a?^ /) , potrà esprimersi razional- 
mente per i coefEcienti della equazione proposta y di cui ar' , x*\ 
x"^ , ec. sono le radici . Sia H{p) il valore di questa funzione , • 
ponendo in essa successivameixte pzzo , 1 , n , i , . . , ^ nr^l 
avremo le seguenti equazioni 

y-H j-4- y -♦- y^ '^M 

*' y'-H^" /'-H «'" /" . ; -h/") . y^''^=H{i) 






ève le quantità H,H{i), H{2) , ec. sono tutte cognite ed espres- 
se per i coefSeienti della proposta. Da quest'equazioni, che so- 
no n di numero, si potrà con i soliti metodi di eliminazione 

trovare il valore delle n quantità y', j", y"\ . . . y^ % ed il 
problema sarà risoluto. Jtta poichò i metodi ordinarj ci condur- 
rebbero ad espressioni troppo complicate 9 e tali che comprende- 
rebbero tutte le quantità i', t", ("', ec. , se vogliamo che il va- 
lore per- esempio di y^ ' sia espresso solamente per mezzo della 

(r) 
corrispondente r ' , potremo usare il metodo seguente . 

Moltiplichiamo tutte le precedenti equazioni , incomincian- 
do dall' ultima y respettivamente per le quantità 
Ì9 tii f L2f Li • . . jL(/i— i) y e sommandole poi insieme avremo 
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If "" Vl-i f """^-tXat' "~'. . . . t.L{n-!i)t' +L{«-i)]/ 



w-[f"''*~VLit"'"~Vl-at"'"""*,...-|.Lfn-a)t"'H.L(»-i)]y"' 

=//(«- i)^Li.fl(n—a)H-Z;2.H(n-3) -*-L{n-.i).H . 

Ponghiamo 

Ti^'"^^^Li/^^^L%t'^^ ^L(«-i) , 

« denotando con i segni Ti', Ti", Ti'", ec. i valori particolari 
di Ti , quando t si cangia in t\ i\ <"', ec. , potremo porre l'e- 
quazione precedente sotto la forma 

Ti'y'^riY'-Hri"y" H.ri^'*y'*^ 

=//(/i-.i)-hJLi.//(/i— a)^jL2.if(/i— 3) .... -hL(/i— i).i/. 
Adesso per trovare il valore di una qualunque delle incognite 

y\y^y y'^\ ec. per esempio di y ^ ' , basterà porre eguali a zero i 
coefficienti di tutte le altre incognite, e si otterrà subito 
{r)_ H(n'-i)^Li,H(n-ù)^L2.H{n--ì) hZ(/z>i).^ 

e requazìoni Ti '=o, Ti " =o , . . . . Ti^^^=o', eccettuata Ti ^^^zzo 
serviranno a determinare le tz— i quantità Z/i, Xa, L3.... L{n^i). 
Ma né pure in questo caso convien ricorrere ai metodi or- 
dinar] di eliminazione , poiché il valore delle quantità Li , L2, 
Ili y ec. si otterrà facilmente mediante la seguente riflessione. 
L'equazioni Tj'zzo, Ti"=o, ec. indicano che la quantità Ti 

svanisce, allorché vi sì pone te:f',t",i'"...^^'*^eccettuata i^'^*; 

InS 
dunque tutte queste quantità /', i",^'",,,.^^ ^ad eccezione di 

V'^^ sono radici della equazione Tiz^o, Ma le medesime quan- 
tità, ninna eccettuata, sono radici della equazione T=zo; quin- 

di avremo Ti (f— <^ ' )=T, e sostituendo i valori 

^^J^ ÀA^"^^ o^'*"*^ i^^'*""3 

tut -^At 'JhBt -^Ct -i-ec. , 

(A 

la quaV equazione dovendo essere identica ci darà Lizzid^t^ ' ^ 



\ 
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LazrS-HiU^'') , LizsiC^L^t^"^ , ec. , cioè ti^A^^^^^ , ' 

Se nel numeratore del valore di y^^' sostituiamo quelli di 
Li, La, ec.y facilmente vedremo che questo numeratore è ciò, 
che diventa la quantità 

-Hi/ (fi— 4) (t » -hJt^ -Hiff H-C)^- ecv 

allorché vi si pone trzT'^K Dunque, se chiamiamo 9 quella 
quantità, avremo in generale 

d 

e^ia questa equazione ricaveremo il valore di tutte le quantità 
y , y , y , te ponendovi successivamente tzzt' , t'\ t!" , ec. 
Il valore di Ti si potrà otte^iere più facilmente, se osserviamo 

che in generale Ti^'^'s:-— j-r quando vi si mette tzzv^ . Ma 

in tal caso divenendo zero tanto il numeratore che il denomina- 

tore della frazione t-t , è noto che il di lei valore è = -|- ; 

r^W ài 

dunque nella equazione yss-^ potremo porre Tizz-r; . 

6. 

Col metodo precedente troveremo tutti i valori della fun- 
zione y espressi razionalmente per i corrispondenti valori della 
fonzione ty eccettuati alcuni casi particolari* Perchè se delle 
funzioni t* , t" , t"' , ec. , le quali sono tutte differenti nella 
forma, alcune fossero eguali tra loro dipendentemente dai va- 
lori particolari delle radici x\ x^\x^'\ ec., dalle quali sono 

6 
composte, l'equazione j=-;=-- non ci darebbe ì valori di y cor* 

rispondenti ai valori eguali di t • Infatti se l'equazione T!=o ha 
due radici ^uali t' e <" , sarà per questi valori eguali 

ìzz-T-'^int ^■¥{pr^\)At -^{n^^Bt -i-ec.=o; e quin- 
di dall' equazione y=: -^ non potremo ricavare i valori di y' 
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ed y. Converrà adunque ricorrere a qualche nuovo anifizia 
per conoscere questi valori • • 

Sia Q la differenza tra t' e t" , cioè sia ^"=r/'-M? , e sicco- 
me relativamente ad y è 

ri'= (t^) W-'")(<'-O(''-<''0 • • • • :s-9{t'^"){t'-.ti'^ .... 
e telativamente ad y" è 

Ti "={;—)"=;(«"-'')('"-«'")(<"-«") • • . =e{t"~f")it"-t"l •", 

•e facciamo Tz=(t-t"'){t-t'y){t^t'^ . . . . = ^,1^,,,^ , «ara 

y~— — Si— > ed y*— ' ' y , «e nel primo valore si pone te:/', 
e nel secondo tsst":=t'-*-0. Quindi avremo pel teorema di Taylor 

ponendo ^1 secondo membro tzst' . E sommando i valori di y' 
ed~y otterremo in generale 

d -L d^ JL 

Ma quando t' e t" sono ^aali» è «sbo; dunque avremo in que- 
sto caso 

d ±. 

"^'^ ■ 

ove T2=-j— j— , cioè conosceremo la somma dei due incogniti 
valori y ed y" . 

Ponghiamo t"=zt'-ho , t"'=zt'^o , Tte: , ^ 

e faoilmeoto vedremo essere 

' — _L. JL 



/"=- ' 



it(t-.Ar)a« • T3 ' 
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ta più semplice 7b=o prendiamo T^rzo ; ma siccome ciascuna 
radice di questa equazione ne ha altre c~-i eguali, bisognerà 
modificare la soluzione con le regole date (6) per le radici egua- 
li , ed invece di ottenere il valore di ciascuna y non troveremo 
che la somn^a di tutte le j, le quali corrispondono ad un mede- 
simo valore della t » Onde apparisce, che in questo caso il va- 
lore di ciascuna y non potrà esser dato che per mezzo di una 
equazione del grado e, la quale comprenderà tutti i valori diy 
corrispondenti ad un medesimo valore di t . 

Sia per esemplo tzzf.(x* , x" , x'") , y::zF.{x' , sf') ; scriven- 
do per ordine i valori diversi' della y ed i corrispondenti della t 
avremo 

t\ f , f , t" , /" , t" , f" , ec. 

onde a ciascun valore della t corrispondono tre differenti valori 
della y. Dovremo perciò considerare la trasformata T*=o, e 
troveremo i valori della y espressi a tre a tre per mezzo di equa- 
zioni del terzo grado . 



Si può ancora ridurre la soluzione di questo, secontio caso a 

quella delle funzioni simili. Siano infatti y' , y" , y"' , . . . . y^^^ 
i e valori della y corr ispondenti a t' , la funzione 

fiy'^ y" f y 9 • . • f y' ) sarà simile a f', perchè si manterrà 
costante o si cangerà per tutte quelle permutazioni tra le radi- 
ci x' , x'\ x"' , ec. , per le quali t' conserva la medesima forma o 
la muta. Quindi ponendo in luogo di y una funzione della for- 

*"* f'iy' 9 y > y"' > . . • t y'^0 potremo determinar^ i valori di 
essa per i corrispondenti della t col metodo del nnm. 5., ed in 
questa ricerca adopreremo la trasformata più semplice 7bro, 
che ha per radici i soti valori differenti della funzione t . Cosi 
conosceremo tutti i coefficienti di quella equazione, che ha per 

radici i valori y , y'\ y'" , . • . y ^^ > perchè ciascuno di questi 

coefficienti è necessariaimente della forma/.(y', y" , y'", . . /, y^^'). 
I medesimi coefficienti saranno in generale determinabili razio- 
nalmente per quelli della proposta e per un valore t' della t . 
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Ma se questa i in grazia delie particolari relazioni tra le radici 
x\ x^\ a?'", ec. avesse altri valori eguali, i coefficienti medesi- 
ini dipenderebbero allora (6) da una equazione del secondo gra- 
do, del terzo» ec, 

IO. 

Parrebbe a prima vista, che il metodo stesso del paragrafo 
antecedente applicar si potesse al caso del num. 6. , in cui le due 
funzioni . t' e ir" sono eguali per i particolari valori delle radici 
a:\ x^\ x^^\ ec. Ma con un poco di riflessione ci persuaderemo, 
che s'ingannerebbe chi pensasse in tal guisa. Poiché il valore 
di y'^^y^ ci verrebbe dato da una frazione, la quale avrebbe 
per denominatore la medesima quantità Ti , che svanisce nel 
caso di t:iit* ; onde ci troveremmo soggetti al medesimo incon- 
veniente. Potrebbe questo invero evitarsi, se in luogo della tra- 
aforinata 7b=o prendessimo quella equazipne che ha per radici 
le diverse funzioni t'^t'* , t'^^-t"' , t"-H^'" , ec, ove la t'^t" cor- 
rispondente ad y'-i-y'' non ha altri valori eguali . Ma bisognereb- 
be sottoporsi al lungo calcolo, òhe esige la ricerca di questa 
nuova trasformata, e ripetere tutte le altre operazioni, dalle 
quali dipende il valore di j'-i-j" . Il metodo del num. 6. è in- 
comparabilmente pii^ semplice, perchè non obbliga a nuovi cal- 
coli, ma profitta di quelli già fatti; e ci mostra quanto vantag- 
gio apporti l'applicazione del Calcolo Differenziale alta teoria 
dell'equazioni. Senza che io l'avverta, si vede che simili rifles- 
sioni possono farsi relativamente ai casi, nei quali un maggior 
numero delle funzioni t\ t'\ t'^\ ec. si trovano eguali in vigo- 
re delle particolari relazioni tra le radici x\ x", x'" , ec. 

II. 

t^onghìamo Analmente, che ninno dei due casi precedenti 
abbia luogo, cioè che non sia n un multiplo di n', né n! un ^ 
multiplo di n. In questo terzo caso si scrivano tutti i valori di 
t , ammessi anche quelli, nei quali la t non varia, ed i corri- 
spondenti della j; poi dei valori eguali della t si ritengano quei 
soli, ai anali corrispondono differenti valori della y, e si riget- 
tino quelli, per i quali tanto la / chela y si mantengono co- 
istanti. Avremo cosi ridotto questo ca$o al secondo, perchè a 

T0m. III. i5 
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ciascun valore della t corrisponderà un dato numero di valori 
diversi della y • 

Sia per esempio t della forma//.(jp',a?")(a7"', a:'*^, y della 
forma F.(j?^-*-a?'^-i-a7'"), ed il grado della proposta =14 > »*'^ /i=6, 
n'=4» ^^^^ "^ '^ ^'^ multiplo di n' y né n' un multiplo di n. Sic- 
come la funzione ^'=^.(af', a?")(a?"', a;^'') non varia quando x^ si 
cangia in x*\ o quando ;i?'" si cangia in x^^ , avrà la t' quattro 
valori eguali, che saranno i seguenti; 

/.(^' , x")(x"' , x'^) , /(«" , x'){x"' , x"^ ,/.{x',x"){x'\ x'") , 

f.{x",x'){x'\x"'). 
A questi corrispondono i quattro valori della y 
F. (x'-H*".M?'") , F. (ar"-4^'H^'") , jF.(^'H.a:"H.x'^) , F.ix'^^x'^x'"^, 
i quali sono eguali a due a due. Dunque non ammetteremo che 
due valori eguali della t', ai quali corrisponderanno due valo- 
ri differenti della y. Ripetendo il medesimo discorso per gli al- 
tri valori della t vedremo che a ciascnno dei valori differenti 
della t corrispondono due diversi valori della y: onde potremo 
adoprare i metodi del secondo caso, ponendo czzd • 

Viceversa se sarà t della forma jF.(x'-f<p"-Kr"'), ed y della 
forma /.(a?',.j?")(a?'", a?""), la funzione t'=F.(a?'^a;".+<»"') avrà i 
sei valori eguali seguenti 

F.(x'^x"^x"') , F.(x"^x'^m'") , F.{x'"^x"^x') , F.(x'^x'"^x") , 
J'.(j7"H.ar"W), F.{x"'^m'^x'') , 
ai quali corrisponderanno i sei valori della y 

/.{x' , x>'){x"' ,x'n, /.{x" . x')(x"' , x'n ,Ax"', x")(x' , ar"0 , 

/.(a?', x"'){x". x"'),f.{x",x"'){x',x'^,f.{x"',x'){x", x'") 
che sono eguali a due a due^ Dunque a ciascuno dei valori dif- 
ferenti della t corrispondono tre valori diversi della y, e perciò 
neir applicare a queste esempio i metodi del caso secondo dob^ 
biamo porre c=3 • 

1%. 

Dalle cose precedenti si può concludere, che chiamate t 
ed y due funzioni qualunque delle radici x\ a?", re'", ec. di 
una equazione proposta, se queste funzioni sono tali, che tutte 
le permutazioni tra le radici x\ ar", ar'", ec. , le quali fanno va- 
riare la funzione y, facciano nel medesimo tempo variare la 
funzione t^ potremo avere il valore di y espresso razionalmente 
per t e per i coefficienti della proposta, in guisa che conoscen- 
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do un valore di t conosceremo subito il valore corrispondente 
' di j. Ciò è vero in generale; poiché se in grazia delle partico- 
lari relazioni tra le radici x\ x'\ x"' ^ eo. il valor cognito della 
t ne avesse ^Itri eguali » allora il valore corrispondente della y 
dipenderebbe da una equazione di tanto grado , quanti sono i 
valori eguali della ty ed ì coefficienti di questa equazione sareb- 
bero funzioni razionali di ^ • ' * 

Ma se la funzione t conserva il medesimo valore per alcu- 
ne permutazioni, le quali fanno variare la funzione y, non si 
potrà trovare il valore dì y in t che per mezzo di una equazio- 
ne del secondo grado , se al medesimo valore di t corrispondono 
due valori differenti dì y^ o del terzo grado se ad un valore di 
/ corrisponderanno tre valori diversi della y» e così in seguito. 
I coefficienti di quest'equazioni saranno in generale funzioni 
razionali di t ; in modo che conosciuto un valore di t avremo 
ì corrispondenti valori di y per la semplice risoluzione di una 
equazione del secondo, del terzo grado ^ ec. Se però il valore 
dato della t ne avrà altri eguali dipendentemente dai particola- 
ri rapporti tra le radici x\ x" , x"/ , ec. , in tal caso a|iche que- 
sti coefficienti dipenderanno da una equazione del secondo gra<^ 
do, del terzo, ec, 

i3. 

Il modo, con cui (5) abbiamo disposte le serie ^ , t" , t'" , 
t'^ , t^ , ec. ; y , y" , y"* , y'^ , ec. è quello, che conduce alla 
più semplice soluzione del problema. Ma stando ferma la pri- 
ma serie potremmo prendere per primo termine y della secon- 
da qualunque altro valore della funzione y , purché gli altri si 
disponessero in ordine tale , che tutti successivamente nascesse- 
ro dal primo per quelle permutazioni, per le quali nella prima 
serie dal termine tf nascono gli altri t" , t"' , t'^ , ec. La nuo- 
va funzione 

t'Py'^"Py"^"'Py"' .... ^t^")Pyi") , 

the nascerebbe da questo sistema, sarebbe anch'essa invariabi- 
le per qualunque permutazione tra le radici x' , x" , x*" , ec. , 
ed otterremmo egualmente ciascun valore della y espresso per 
quello della t , che nella nuova disposizione gli corrisponde • 
Così pei esempio , se y è della forma F.{x')(x*') , invece di di- 
sporre ì valori della y nell* ordine 



\ 
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F.{x')(x"), F.{x"){x'), F.(x"'){x") , F.{x')(x"'), F.{x"){x"') , 

F.(x"')(x') , ec. 
il quale ponghiamo esser coerente al modo da noi adottato nel 
num. 5. , potremo prendere per primo termine un altro valor* 
F.(x")(x') , ed otterremo la serie 

F.{x"){x'h F.(x'){x") , F.(x")(^"% F.{x'"){x'), F.(x-)(y^), 

F.(x')(y"),cc. 
Nel primo caso avremo espressa per f la funzione F.{x^){x'^), 
nel secondo la funzione F.{x"){x*), Così prendendo per primo 
termine uno dopo l'altro tutti i valori della j, potremo deter-p 
minare ciascuno di essi per un solo valore t' della funzione t • 

Ma allontanandoci dal primo sistema incontreremo spesso 
l'inconveniente, che i valori di y siano determinati per mezzo 
di equazioni di un grado più elevato, lo che si renderà sensibi- 
le con alcuni esempi . Sìa t'=f.{x'){x^'){x"^ . . . (x^^) , la qual 
funzione cangia di valore a tutte le permutazioni tra le radici 

x' , x" , a?'" , . . . x^P^ , ed y sia una funzione rappresentata da 

F.{x'){x"){x''') . . . (x^^^) , ove q è=o<p. Ponendo secondo il 

primo sistema y'=:F.{x'){x"){x'") , . . {x^^') troveremo (7) tutti 
i valori della y espressi razionalmente per i corrispondenti del- 
la ^. Lo stesso accadere, se faremo y eguale ad un altro valo- 
re della y , purché questo non contenga che le radici 

a?' , x" y x'" , . • . a:^'^' , le quali sono comprese in t' , per esem- 
pio y=:JF'.(a?"')(a7')(aF") . . . {x^^'); perchè le medesime permuta- 
zioni, che fanno variare la funzione y\ faranno insieme variare 
la funzione t', e quindi a ciascun valore della t corrisponderà 
un solo valore della y» Ma se prendiamo per primo termine y' 
un valore della y, il quale contenga una o pia radici diverse da 
quelle comprese nella t^ , allora i valori della y non saranno de- 
terminabili razionalmente per quei della t , ma dipenderanno 
da equazioni di grado più o meno elevato secondo il numero 
delle radici diverse, il numero/?, ed il grado m della proposta. 

Facciamo per esempio y^F,{xP'^^){x"){x"') . . • {x^^')^ ove una 
sola radice x^ ^' è diversa da quelle contenute nella t^ ; è 
chiaro che la j' si cangerà di valore, se in luogo di jc^**" ^por? 
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remo le altre radici x^^ ' , x^ \ . , . x^ ^ , e che per la • 
njedesime perai utazioni la t' conserverà il suo valore . Dunque ^ 
al solo valore t^ della t corrisponderanno rn^^p valori diversi 
della y ^ e perciò la y non potrà determinarsi per la t^ , che 
per mezzo di una equazione del grado mr^p. Così se prendiamo 

j'=jF.(a?('^^))(a?(^'*"^))(x'") . , . (x^^^) in modo che siano due 

le Fadicì diverse da quella della ^, cioè x^ ' , ed ^ ^ ' ; 
se queste si varieranno tra loro, o se in luogo di una di esse 

porremo le altre radici x^^'^ ' , x^'^^' , . . . x^^^ , la y si can- 
gerà mantenendosi la medesima la ^'; onde la y^ dipenderà da 
una equazione del grado 2(/n-^/7— i). In generale se r è il nume- 
ro delle radici contenute nella y diverse da quelle comprese 
nella t' , la j' sarà determinata per la ^ mediante una equa- 
zione del grado r(in— p^— r-Ki) . 

Ponghiamo adesso t'=f.{x', x"){x"){x'^) . . . (ar^^),laqual 
funzione cangia di valore a tutte le permutazioni delle radici 

»', x" , a?"', . . . a?'^^ eccettuata quella di x^ in x'\ ed y sia una 

funzione rappresentata dalla forma F.{x' yx"){x"^){x'^ . . .(a?^^'), 
essendo come sopra qz^o <p • In questo caso, perchè i valori di 
y siano espressi razionalmente per quei di t^ bisogna non solo 
prendere p^r primo termine y una funzione, che non contenga 
radici diverse da quelle della t\ ma di più conviene che in es- 
sa le radici x\ x" permutandosi tra loro, ma non mai con le al« 
tre radici a?'", x'^ , ec. rimangano nei primi due posti. Infatti 

se facciamo y'=F.(a?' , x"\x^^){x^^ . . . (j?^^*), questa funzione 
cangerà valore quando si muta x^ con x" , per la qual permuta- 
zione la t* conserva il suo valore; e quindi la y non potrà deter^ 
minarsi per la t\ che per mezzo di una equazione del secondo 
grado . 

Simili riflessioni potranno applicarsi alle altre forme , e da 
esse risulterà, che in generale il primo sistema da noi adottato 
nella disposizione dei valori della y è quello , da cui nasce la 
più semplice soluzione del problema. I medesimi principi c'in- 
dicheranno, in quali circostanze possiamo da quel slstepa al- 
lontanarci senza inconveniente, o ancora con vantaggio. Per 
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mostrare con un esempio, che anche quest'ultimo caso può ao- 

cadere y ponghianao t':=zf,(x'j x" , x"\ . . . , a? ) » ed y della 
forma F.{x'). Se facciamo il primo termine j'=:F.(x'), dovremo 
determinare ciascun valore della y pel corrispondente della t 
mediante una equazione del grado m— i ; e lo stesso accadeva se 

Ser primo termine prenderemo qualunque altro valore della y, 
quale contenga una delle radici comprese nella t' . Ma se pon- 

ghiamo y'=JP.(a?^"''), è facile il vedere che questa funzione si 
manterrà costante per tutte quelle permutazioni, le quali non 
fanno variare la funzione f; onde in questa disposizione dei va- 
lori della y otterremo ciascuno di essi espresso razionalmente 
pel corrispondente valore della t . Possiamo spiegare questa sin- 
golarità coir osservare che a:'-4-a?"-»-J?"' . . . -»-j7^ '=a, chiaman-* 
do —a il coefficiente del secondo termine della proposta; poiché 

sostituendo il valore di x^"^^ abbiamo 

y=R{x^'^^}=zF.{a^x''^x"^x'" ^a;^'^'^),cioè della forma 

^.(x', a?" , a?"', . • . , 07^ ) > ® quindi la funzione y essendo 

simile alla funzione t^ è (5) determinabile razionalmente per 
questa • 

14. 

Il problema risoluto nei numeri antecedenti comprende 
come caso particolare quello , da cui dipende la risoluzione 
dell' equazioni , il quale consiste nel dedurre il valore delle ra- 
dici x' , x" y x^^\ ec. dal valore di una funzione qualunque del- 
le medesime radici. Chiamata # questa funzione, se porremo x 
in luogo di y, i metodi precedenti c'insegneranno a trovare i 
valori di x per mezzo dei corrispondenti valori della t . Rimane 
a scegliere per t una funzione tale , che la trasformata di cui 
essa è radice , sia di un grado meno elevato di quello della pro- 
posta, o almeno preseati solo per la sua risoluzione le difficoltà 
dei gradi inferiori. Di più conviene che l'equazioni, per mez- 
zo delle qu^Ii dalla funzione t si determinano le radici ^ siano 
anch'esse di un grado minore di quello della proposta . Passia- 
mo a vedere come in grazia dei principi stabiliti si possa diret* 
tnmonte ottenere la risoluzione dell* equazioni del secondo, ter- 
zo /e quarto grado , 
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i5. 

Incominciando dalla equazione di secondo grado 
^'-f-aj?-i-i=zo cerchiamo il valore di una funzione delle radici 
^',;r'\ dalla quale ricavar si possa quello delle radici medesime. 
Chiamiamo yi(x')(:r") questa funzione, e siccome essa ha due di^^ 
versi valori /.(ar')(a;") e /.(a7")(*')» condurrà necessariamente ad 
una equazione dei secondo grado. Conviene eccettuare il caso, 
in cui la funzione f»{x'){x") non cangi valore alla permutazione 
di x' in x" 9 cioè abbia la forma f-{x\ x")y perchè allora essa 
dipenderebbe da una equazione dei primo grado. Ma in tal caso 
corrispondendo a questo unico valore di/.(x', x^') le due diver- 
se radici x' ed x'' , non potrà ciascuna di esse determinarsi, che 
per mezzo di una equazione del secondo grado, che sarà la pro- 
posta medesima. Siccome adunque la funzione cercata, perchè 
possa condurre alla risoluzione della proposta , deve necessaria- 
mente dipendere da una equazione del secondò grado , procuria- 
mo almeno che essa sia mancante del secondo termine, acciò 
possa risolversi mediante la sola estrazione di una radice qua- 
drata. Per ottener ciò converrà che la somma delle due funzioni 
f.{x*){x") e /.(ar")(a?') sia zero, cioè che esse siano eguali e di se- 
gno contrario; alla qual condizione si può soddisfare in infinite 
maniere. Ma per trovare una funzione soddisfaciente della for^ 
ma la più semplice ponghiamo/.(ar')(x")c=Px'-f-Qx", ove P e Q 
sono quantità indipendenti dalle radici x\ x"; avremo 
f{x"){x')zzPx"'^Qx\ e poiché dev'essere PxVQa?"=>P^"-Qir', 
ne ricaveremo Qj:r!^P ^ e P potendo esser qualunque per più. 
semplicità la faremo =:i. Sarà dunque x'^-^x" la funzione ri- 
chitsta , e moltiplicando insieme i due fattori t-x'-^^" , t^x^-^x' 
avremo hi trasformata ^»-*-3a:V— a?'*— a?"*:=o, la quale a moti- 
vo di aa'V'--a;'a— x"*==— (jF'-i-j:'y-f.4tV'=:--a«.*-4i diventerà 
fa-.ia«^4£^o. Essa ci darà le due radici t':s^/{a^^4b), 
^'=3— (/(a»— 4^), e per queste col metodo del num, 5. espri- 
meremo razionalnlente le radici a?' , ^" della proposta. Mn. più 
facilmente potremo ciò conseguire mediante l'equazioni 
a:'-Kr"=r— fl, ^'=4:'— jp"=l/(aa— 4i), dalle quali subito ricave- 
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16. 
Sìa data l'equazione del terzo grado 



che per più semplicità supponghiamo priva del secondo termi' 
ne , e cerchiamo una funzione delle sue radici , dalla quale otte^ 
Jier si possa il valore delle medesime radici. Prendiamo^ la p^à 
semplice forma Par'-»-Qj:"-H/?a?"' , ed eseguendo tutte le possi- 
bili permutazioni tra le radici x^ , x'* , x'^' troveremo i sei va^ 
lori 

i> Px'^x^'^Rx'" a.^ Px'^Qx'^Rx"' 

3.0 Px"'-^Qx'' ^Rx' 4.0 Px' ^Qx'*'-^Rv'' 

S.o Px''^x"'^Rx' 6.0 Px^'^Qx' ^Rx'' 

e la trasformata 9 di cui è radice la funzione assunta ,, sarà del 

sesto grado . Per poterne fare uso vediamo se è possibile che sia 
risolubile a guisa di quelle del secondo, cioè che abbia la 
forma 

In tal caso chiamate h^ , k^ le radici della equazione . 

*«-^a?-i-J5=ro, in modo che sia ^j^^-H/M'— 4^) ^ 

a 

k*zr:—JtLl 3-J. , la trasformata prenderà la forma 

(*»— A»)(^»— A;»)no, e le di lei radici saranno A, «A, ^A, k f 
mk f Pk , ove i , a , |9 sono le tre radici cubiche dell'unità . Si 
osservi > che i, a, e ^ essendo radici della equazione r< — j=o» 
avremo il loro prodotto a/?^i:=a» , e perciò |?=:aa ; di più 
iH-a.f-a>s=o, perchè nella equazione r*— 1=0 manca il secondo 
termine • 

Conviene adesso determinare le quantità P , Q ed JR, pei* 
che le precedenti funzioni abbiano tra loro quelle relazioni , che 
sussistono tra le quantità A , ah , a^h , ec. Ora se facciamo il 
valore Pa?'-#^a?"-#-/?x'"=A , dovrà un altro valore essere rraA , 
ma per questo non può prendersi indifferentemente qualunque 
altro 9 perchè se si prendesse il secondo» sarebbe 
Px"^Qx'^Rx"'z=:a{Px'^x"^Rx''') , cioè Q=aP , P=aQ , 
RzzaR ^ le quali equazioni dandoci a^j non possono sussiste- 
re » giacché a è diversa dall* unità. Lo stesso accaderebbe, se 
facessimo o^A eguale al terzo e al quarto valore: ma se lo poa« 
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gliiamo «iguale al quioto, avremo 

jP=ra^za*P, e quindi a^zni , coin' esser deve. Sostituendo nel- 
le funzioni i valori trovati di Q ed i!, e facendo per più sempli- 
cità Pzzi , vedremo essere 

Gli altri tre valori a.^ , i.^ , e 4^ rappresenteranno le radici 

k y €tk ^ a^k in tre diverse combinazioni , che sono le seguenti; 

(a) a.^n* 4.«=raA S.•=iaa^ 

(e) 4.**=* 3.o=aA a.«=:a»i 

Nel primo modo sarà *=a?"-Ha*ar'-f-ax"', nel secondo 
kzzx'"'¥^»x"'^-^kx' , nel terzo A:=:a?'-*-a»d?"'-*-aa?", i quali valori 
sono tutti diversi , ma i loro cubi sono li stessi per le relazioni , 
^he regnano tra loro » 

Per calcolare la trasformata abbiamo Azzh^'^Jc* y Bzzh^k^ ; 
e siccome in questi valori non entra che il cubo di k^ essi sa- 
ranno i medesimi » qualunque si usi delle tre antecedenti ma* 
niere^ e la stessa perciò la trasformata. Sarà dunque 

^=(a?'-^^ax"-»-aa7'")»(«"-H»",tr'-4-aa?'")«, svolgendo i quali valo- 
ri » che sono funzioni invariabili delle radici della proposta , e 
ricordandoci che a^zzi » ed 0-+^*:=:— i , troveremo con le solite 
regole A^^^^c, ^=— A7Ì'. Sostituendo questi valori avremo 

*-=^[-Tn/i(T*^)l-*-'I-r-l/(T-^)]- 

« quindi due radici della trasformata sono 

»-|>l-fV(T*H)]-'=n>1-T-l/(T*^)]' 

e le altre quattro ak^ a^h, ak^ a^ky e per mezzo di queste ^ che 
sono tutte differenti , potremo razionalmente esprimere le radi- 
ci della proposta. Ma ciò più facilmente conseguiremo median- 
te l'equazioni 

x^.f^^x"^hax"'zdk 



4alle quali si deduce 

Tom. III. 36 
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ar— — j- , X — — j- , X _- - 

Questi valori delle radici dipendono dalla combinazione 
(a); per aver quelli che corrispondono alla combinazione {b) , 
convien fare eguale a A la funzione rt"'-i-a*a:"-4-aJF', cioè d^ 
terminare le radici per mezzo dell* equazioni 

x^x -f-a? zzo 
le quali ci daranna 

Se finalmente ci prevarremo dell* equazioni 

{^rendendo per k la funzione x'^^a*x"'-H*x'\ che corrisponde al- 
a terza combinazione (e) , otterremo 

Invece di porre h eguale al i.® valore della funzione po- 
tremmo prenderla eguale al 5.^ o al 6.® valore, come abbiamo 
fatto relativamente alla A;; ma facilmente ci assicureremo, che 
queste nuove combinazioni non porteranno sistemi dì radici di- 
versi dai tre antecedenti. Infatti si scorge a colpo d'occhio, che 
per esempio T equazioni 

X '^a^x H-oJ? 

X -t-ft^ar -t-Oia? iZi 



ci daranno per x'\ x^*\ x' quei medesimi valori, che ne] terzo 
'sistema abbiamo respettivamente ottenuti per x\ a?", x"^ . 

Abbiamo adunque tre difFarenti sistemi di radici , e siamo 
in dubbio quale di essi rappresenti le radici della proposta. Tale 
incertezza nasce dal trovarsi nella trasformata /^-27<;r*«-A7&'=!0 
il solo rubo &* del coefficiente b della proposta, il qual rubo si 
mantiene lo stesso, se in luogo di b si pone ab ed a^b; in mo- 
do che la medesima trasformata appartiene egualmente alle tre 
equazioni 
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07* -♦- iar-4-cn:o 
(A) a?» -4-aÀar-4-c^o 

Jp*-4-a^AaPH-c:=o 
^ egualmente serve alla ricerca delle loro radici. Onde non 
deve far maraviglia, se questa trasformata ci badato tre diversi 
sistemi, i quali rappresentano le rabici di tre diverse equazioni . 
Per venire in chiaro, da quale di questi sistemi siano 
espresse le radici della proposta, consideriamo la funzione 
jp V-iKT V"-4-jr"x"' , la quale sappiamo dover' essere eguale al 
eoefficiente t della x nella proposta» Ora questa funzione 

a:'a?"-Kp'j?'"-»-ar"a?"' si trova nel primo sistema =—- y , nel sc- 

conao ca— — r— , nel terzo =— -^ , e 1 equazioni 



l>l-^*^/(^-^)].*=3^■ 



hk 
ci danno -^-zs— &. Dunque il terzo sistema è quello che presen- 

ta le radici della proposta . 

Se si moltiplicano tra loro le tre equazioni (A), ne nascerà 
r equazione razionale del nono grado 

a?« -f-Sca? •-4-(3ca-+.i • )a? •-4-c*z=o, 
ed i tre sistemi trovati ci danno tutte le nove radici di essa • A 
questa medesima equazione si giungerebbe, se si volessero eli- 
minare i radicali dalla equazione 



C^-ì^{t-%)]4^ 



17. 

Passiamo all' equazione del quarto grado 

dalla quale è stato tolto il secondo termine, e procuriamo di 
trovare una funzione delle radici , che al solito supporremo del- 
la forma più semplice Pj?'-f-Qa7"-4-JRa?"'-+%Sjr'*^, la quale dipenda 
da una equazione meno elevata, o più facile a risolversi che la 
proposta. Questa ftinzione presa nella sua generalità dipende 
da una equazione del ventiquattresimo grado; ma se la rendia- 
mo più particolare, facendo PrzQ, il grado della trasformata 
scemando della metà si ridurrà =12, e diverrà =16 se faremo 
ancora BzzSn In questo caso i sei valori diversi della funzione 
saranno > 



y 
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P(x'^Hx;'")^R{x" -4-0?''^), P(x" -t.:c''')-4./l(jp'.+^") , 

P(X'^^"')^R{X" .4-07"') , PÌx" .4<r'")-HÌ?(x'-KX^Ó f 

t se volessimo dimìnairoe il numero, li renderemmo tutti iden- 
tici ; onde la funzione diverrebbe allora inutile per la ricerca 
delle radici della proposta, poiché ad un solo valore della fun«» 
zione corrispondendo tutte le quattro radici x* , x" » x"' , x'^, 
non potrebbero (8) queste determinarsi che per mezzo di una 
equazione del quarto grado » che sarebbe la proposta medesima • 
Siccome adunque la trasformata dev'essere necessariamen- 
te del sesto grado y procuriamo almeno che essa presenti sola- 
mente le diiBcoltà dei gradi inferiori al quarto, cioè che sia de- 
rivativa del secondo o del terzo « £ poiché dalla forma della 
funzione chiaramente apparisce , che non può con8rguilG|i T in- 
tento nella prima maniera» vediamo se sia possibile di ottener^ 
lo nella seconda, cioè se possa ridursi la trasformata ad esser de- 
rivativa del terzo grado, o sia della forma 

Ora se chiamiamo z' y z'\ z'" tre radici di questa equazione, le 
altre tre saranno — «', -•«", — «'''; dunque converrà fare in mo^> 
do , che i sei valori della funzione soddisfacciano a questa con- 
dizione. Ciò fi^cilmente conseguiremo ponendo JR=«— P , perché 
quei valori diventeranno 

P(x'^x" -x'"-ar'r) , P{x'"^x''''^x'^x'' ) , 

P(* W'^-x" -V") , P(x" Hsp"'-Jr'--a?'r) , 

ed a tre di essi corrisponderanno altri tre eguali e di segno con- 
trario « La quantità P potrà esser qualunque, ma per più sem- 
plicità la porremo eguale all'unità. 

Facciamo nella trasformata «■=t, ed otterremo Tequazió- 
ne del terzo grado 

di cui le radici saranno (ir'-i-a?"— «'"-^'^)9 , (a?^-Kr"— ar"— ^'•^•, 
(x'-f-x'^-«"— ;c'")» . Se moltiplichiamo tra loro i tre fattori 
t^x''^x"^x'yx'^» , t^(x'^x'"^x"^x^r)2 ^ ^-(x'-Kc"'-ar".ar'")* , 
e ne paragoniamo il prodotto con T equazione in f , ne ricave« 
yemo i coefficienti di essa espressi per mezzo di funzioni inva-r 
riabili delle radici della proposta, e perciò calcolabili con le sp-t 
lite regole. Eseguito questo calcolo si troverà J^a^ 
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A=:i6a*— 64c> (^=—64^* , e U tratformata in t sarà 

Siano t* , t" f t'" le tre radici di questa equasìone , e sen- 
za ricorrere al metodo generale sì esprimeranno per esse le radi- 
ci della proposta nel modo seguente. L'eqaaiioni 

mediante l'estraaione della radice quadrata ci daranno 

Agginngiamo a queste l'equazione x'-*<e"'t'x"'-t-x'^zso, che nfr- 
sce dalla mancanza del secondo termine nella proposta , e facil» 
mente ne dedurremo 



«"'=l(q^/*'±l/<":pi/<"') 

x"'=i-(:Fp/*':;Fl/t"dV'<"') . 

Combinando i segni di ciascun radicale in tutti i modi 
possibili troveremo per l'espressione delle radici x', «", «'", x"^ 
aolamente i due diversi sistemi 

4-(i/t'-i.i/<"-H/<"') U-i/*'-v*"-i/n 

, 4 4 

i.(.^<'_^/'^4i/*"') j{^/tf^i/t"-i/t"') 

il primo dei quali contiene quelle combinazioni , ove il segno 
del prodotto [/^ . [/f . [/t"' è positivo , il aecondo quelle , nel- 
le quali il medesimo prodotto è negati?o. 

Questi due sistemi ci daranno le radici della proposta, e 
quelle di una diversa equazione. E così esser doveva; perche 
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la trasformata in < contooendo solo il quadra^to della i» il qua- 
le non varia quando b sì cangia in — -fr, serve egualmente alla 
ricerca delle radici delle due equazioni 

ap^-»^x»t*Ajy I es s o 

La prima di esse si cangia nella seconda, se vi si pone —a? in 
luogo di X, e perciò la seconda ha le medesime radici che la 
prima» ma prese col segno CLontrario^ e tali pur sono l'espressio- 
ni delle radici nei due precedenti sistemi. 

Per vedere, quale di questi sistemi appartiene al caso di k 
positiva, e quale a quello di b negativa, ripigliamo l'equazioni 

e moltiplicandole insieme avremo ^/t' . [/t", ]/'t'" espresso per 
una funzione invariabile delle radici della proposta, che trove- 
remo =:— -^ quando nella proposta il coefficiente di ar è -hA , ed 

b ' • 

r:-^ quando questo coefficiente è — &. 11 segno adunque del 

prodotto \/t\ i/t". [/t*" dovrà esser negativo nel primo caso , 
e positivo nel secondo, e quindi il secondi^ sistema di radici 
apparterrà all'equazione, in cui il coefficiente b dì x è positivo, 
il primo a quella , in cui il coefficiente — ^ di or è negati- 
vo. Potevamo render piii brevi le precedenti risoluzioni, spe* 
cialm^nte quella dell'equazioni del terzo grado, se aveasimo \ 
subito Scelta quella combinazione, che ci conduceva alla riso- 
luzione della proposta . Ma abbiamo amato meglio di tener la I 
via pìii lunga , perchè altrimenti avreiunfo lasciati ignorare ai ! 

nostri Leggitori i motivi , che ci avevano determinati a tale 
scelta, ed avremmo forse anco potuto in essi indurre l'errore, 
che qualunque combinazione sia egualmente adattata a farci 
consegpi^e Vintai^to . 

i8. 

Le funzioni delle radici da noi considerate nei due numeri 
antecedenti non sono le sole, che conducano alla risoluzione 
dell'equazioni del terzo e del quarto grado; ma vi sono infinite 
altre funzioni, le quali producono il medesimo effietto . Noi 
contenti di avere ottenuto l'intento mediante le fuQzioni della 
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più semplice fofma rimettereino quei dei nostri Lecrgitorì, che 
desiderassero una più ampia istruzione alle citate Riflessioni di 
Lagrange. La generale ricerca delie funzioni opportune allo 
scioglimento di questo problema era più interessante, quando 
si sperava di trarne qualche lume per la risoluzione dellVqua- 
zioni del quinto grado. Ma quesra speranza è del tutto svanita, 
dopo che l'insigne Geometra Jluffini ha dimostrato essere im- 
possibile la generale risoluzione dell'equazioni di grado superio- 
re al quarto. Sarebbe per noi troppo Inngo l'emrare nei dettaglj 
della dimostrazione di questo importante teorema , la quale può 
Tedersi nella eccellente Teoria deW equazioni pubblicata da 
questo Autore. E qui giova osservare che la risoluzione genera- 
le dell'equazioni, i progressi della quale si devono agli Anali- 
sti Italiani Scipione Ferri, Tartaglia , Ferrari^ Bombelli^ ha ri- 
cevuto il suo compimento per opera di due Italiani Geometri 
Lagrange e Ruffim. * 

19. 

Ma quantunque non si possano risolvere T equazioni gene- 
zali di lin grado superiore al quarto, vi sono però molte equa- 
zioni particolari^ le quali sebbene di un grado più elevato del 
quarto si possono risolvere, perchè sono abbassabili ad un grado 
inferiore. Ogni equazione è suscettibile di una tale riduzione di 
grado, quando esiste qualche particolare relazione tra alcune 
delle sue radici . Allorché si eonosce questa relazione o per la 
forma della equazione data, o perla natura del problema» da 
cui è nata la medesima equazione, i metodi precedenti o' inse- 
gneranno a conseguire quell'abbassamento, di cui la proposta è 
capace, come qui brevemente mostreremo • Sia dunquedata una 
equazione del grado m, di cui le radici siano espresse con le let- 
tere x\ x" i 'x"\ . . . x^ ' f e sopponghiamo che si conosca un 

particolare rapporto tra le radici a?*, x" , x'". . . ap'^^ . Questo 
rapporto ci condurrà ad una equazione, in cui il primo mem- 
bro sarà una funzione delle radici x\ x", x*\ . . . x^^ , ed il 
secondo una quantità data K; in modo che conosceremo il valor 

K di una fun7Ìone /,(ap')(a:")(x'") . . . (a?^^'), la qual funzione, 
come pure il di lei valore K^ tnppongfaiamo razionale. 



) 
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Ponghiamo prìniierameote che la relazione data abbia lao* 

go tra le sole radici x\x^ ^ x"' , • . . x^^ , ed in una sola ma- 
niera 9 di modo che cessi di sussistere per qualunqne permuta-* 

zione tra le radici x', x^\ x"\ • . . x^"^' . In tal caso facendo 
<'=/.(y)(x")(x"0 • . . (x^^h, ed y successivamente 

=j?', J?", a?'", . , . x^^' , siccome il valore t' della funzione non 
ne ha altri eguali, potremo (i3) esprimere ciascuna di queste 
radici razionalmente per ^ cioè per K\ onde saranno tutte com* 
mensurabili . E tolte queste radici dalla proposta mediante la 
divisione per i corrispondenti fattori» essa si ridurrà al grado 
nt^^p^ ed ammetterà una soluzione completa, se m^p non 

*>4. 

ao. 

Se la data relazione sussisterà in più maniere , cioè se la 

forma della funzione /.(ar')(jp'')(ar'") . • • (x^^) sarà tale, che e»- 
sa conservi il medesimo valore K per varie permutazioni tra le 
radici , convien distinguere tre casi , secondo che queste permu-* 

tazioni si fanno tra le radici x\ x^\ ^^ , • • • x^P\ o le medesi- 
me radici x^ , a?" , x^" , . . . x^'^' si permutano con le altre 
op^"^'), x^P^^\ iT^^^ec., o finalmente le radici x\ x'\ 
«"', • . 4 x^-P' si cangiano e tra loro e con le altre x^P'^ ' , 

Pet incominciare dal primo caso ponghiamo che la funzio^ 

ne data abbia la forma f.{x\ a/')(x"^) . . . {x^^\, la quale con* 
serva il medesimo valore K per la permutazione di x' in x" • 

Facendo y' successivamente risa?'" , a^^ »... x^^' troveremo co- 
me sopra tutte queste radici espresse razionalmente per K^ ma 
se facciamo y=x', siccome al medesimo valore K corrispondo* ' 
no due diverse radici x\ a!\ queste non potranno esprimersi ra- 
zionalmente per JT, ma verranno date da una equazione del se- 
condo grado 



/ 
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Qve i coefficienti a ^ b saranno razionali. La proposta avrà, co- 
me sopra , un fattore conimensurabile del grado p^ e divisa per 
%S9o si ridurrà al ^rado m-^p. 

Più generalmente se Ja funzione data avrà la forma 

f.(x\x", x'", . . . , x(^^)(ar<*"**'^) . . . (J'P'^), ristesso discorso 

ci mostrerà che le radici x\ x*\ • • . ar^^ dipenderanno da una 
equazione del grado q 

sfl '•^^x''^ -i-Jar^"^ -4-cj;'"" -Hec.sro, 
ove i coefficienti a, i, e , ec. saranno commensurabili , e le al< 

tre radici a?'^"** ', ar'^"*" ' , . - . ar^' saranno razionali. In tut- 
te le combinazioni, che ammette questo primo caso, la propo- 
sta sarà abbastfabile di grado» eccettuata quella^ iii cui fosse 

^=/7=m, poiché allora tutte le radici x\ x", x'", . . . a?^ 'di- 
penderebbero da una equazione del grado /it, che sarebbe la 
proposta medesima. Dal che apparisce, che le relazioni tra le 
radici tutte della proposta, le quali vengono espresse dai coeffi- 
cienti della medesima « e più generalmente il valore di qualun- 
que funzione invariabile delle stesse radici è inutile ali* abbas- 
samento della proposta. 



Al. 



Venendo al secondo caso^supponghiamo la funzione data 
esser tale, che cangi di valore ad ogni permutazione tra le ra- 
dici x\ x" ^ x"\ . . . x^^\ dalle quali è composta, ma sì man- 
tenga costante allorché si muta x' in x^ ', x" in x^^ ', 

x'*' in x^'^ » . • . JP^ in x^^^K In questo caso se col meto- 
do precedente cercheremo x\ non potremo averla espressa razio- 
nalmente per K y poiché al medesimo valore K della funzione 

corrispondono due radici diverse, cioè r' ed x^^ *' , le quali 
saranno insieme radici di una equazione di secoudo grado 

ove però i coefficienti a e b saranno commensurabili. Poiché 
questi coefficienti essendo respettiyamente eguali a -ap-«^^^ , 
Tom. II L 17 
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ed ir'.a;'-'^' , avranno un solo valore corrispondente al valor 
K della funzione. Cosi pure le radici x" ^x^ ' , le radici 

^rrr^ ^\P ì ^ ^^^ dipenderanno da altrettante equazioni raziona- 
li di secondo grado. 

Se la funzione data si mantiene costante , anche quando si 

** •.' i« Jp'P'^^) *" ;„ Jp'P'*'^) ^'" ;« S^P'^^) ÀP) 

muta X \Tì x^ '' ' y X in x^ ^ % ^ va x^ * ',•.. x^ ' 

in 0? "' 9 col medesimo discorso vedremo che le radici 

x', P^'"», *<^-P*'^ , le radici x\ JP^''^ x<=*^**) , ec. di- 
penderanno da equazioni razionali del terzo grado. E così ia 
seguito. 



22* 



Passiamo a considerare il terzo caso, in cui la funzione da- 
ta mantiene il suo valore, quando nel medesimo tempo si per- 
mutano le radici x\ x'\ x'" y . . . x^^' tra loro, e con le altre 
radici. Sia dunque la funzione della forma 

f.(x\x"){x^*) . . . (x^"0. la quale si conserva invariabile alla 
permutazione di x' in x" , e supponghiamo che essa mantenga 

il medesimo valore K, anche quando si cangia x' in x^P"^ \ 

x" in x^^^'K . . . x<^> in x^^^K Le radici x'" ed x^^^^^, a'" 

ed x^^'*'^' y . . . x^^ ed x^ "' dipenderanno come sopra a due 
a due da equazioni razionali del secondo grado ; ma le radici 

x' , 0?" , x^^ ' , x^^ ' , le quali corrispondono ad un medesi* 
mo valore K della funzione, richiederanno per la loro determi- 
nazione una equazione del quarto grado. Si potrà ancora otte- 
nere due equazioni del secondo 

x^-^a! x-^V no 

la prima delle quali abbia le due radici x*^ ed x*\ e la seconda 

le radici x^ \ ed o?'^ '; ma quest'equazioni non saran- 
no razionali . Poiché ai medesimo valore K corrispondendo le 

due diverse quantità a! ed a", o sia -ar-a;", e ^x^P^^'^;xrP'^^\ 
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qnf 9te quantità «iranno radici di una medesima espiazione ra« 
zionale di secondo grado. Lo stesso si dica dei coefficienti 
V e V . 

E se la funcione t]ata mantenesse il valore K anche per le 

permutazioni di x' in a?^*^^*) , x'' in x^^^^^"^ , x'" in 

a?^ A^"*" ' , . . . x^^f in c^ P\ avremo per determinare le radici 
sc\ x" l'equazione 

per le radici J^^^'^ x^P^^^ l'equazione 

e finalmente per le radici jr '^"*" ' ^ x ^ M' equazione 

e dal medesimo discorso apparirà, che i tre coefficienti a\ a!\ 
a'" saranno radici di una medesima equazione del terzo grado. 
Se la proposta fosse in questo caso del sesto grado, non avrebbe 
in generale alcun fattore razionale, ma la di lei risoluzione di- 
penderebbe da quella dell'equazioni del secondo e del terzo 
grado. 

Ponghiamo che la funzione data abbia la forma 

f\x\ :t" ,a?"')(a"^) . . . (x''^') , e conservi il medesimo yalore K 

Lo stesso ragionamento ri mostrerà, che le tre radici x\ x^\ x'^' 
dipenderanno dall'equazione di terzo grado 

X ' -Ha'o; * -4-A'ar-f-c'=:o , 

e le radici x^"*** ', x^P ' , x^^ ' da una shnile equazione 

ove i coefficienti a\ a" a^ranoo radici di una medesima equazio- 
ne razionale del secondo grado; e lo stesso si dica dei coefficien- 
ti V e 4", e cosi pure dei coefficienti e' e e". E se la funzio* 
ne data mantenesse il medesimo valore K . anche qnando divie- 

le precedenti equazioni del terzo grado avremmo per determina- 
re le radici x^ ""*" ' , x^ '^**" ' , x' ^"*" ^ anche la seguente 
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ed ì coefficienti a\ a", a'" sarebbero in questo caso radici di 1 
una medesima equazione del terzo grado . Da quello che abbia- 
mo detto abbastanza si vede il metodo, con cui dobbiamo con- 
durci in tutti gli altri casi. Merita di esser letta una bella Me- 
moria su questo argomento, che il chiarissimo Raffini ha pub- 
blicata nel volume IX. della Società Italiana delle Scienze. 

23. 

Per illustrare questa materia con un'esempio consideriamo 
quell'equazioni , che si chiamano reciproche o convertibili ^ nelle 
quali il coefficiente del prrmo termine é eguale alT ultimo, il 
coefficiente del secondo è eguale a quello del penultimo, e gè- 
neralmeYHe i coefficienti equidistanti dai termini estremi sono 
eguali . Tali equazioni sono rappresentate dalla seguente 

ove il grado m si può considerare come pari ed rr^n , perchè se 
fosse dispari, la proposta avrebbe una radice =— i, e divisa per 
X'-^ì conserverebbe la medesima forma reciproca. È evidente 

che posto — in luogo di x l'equazione si mantiene la/medesi- 

X 

ma, e quindi se x^ è una di lei radice, un'altra sarà -7 • Perciò 

X 

se chiamiamo x\ x^\ a?'", x^^ ^ . . .a?'*'*' le radici della pro- 
posta , avremo tra esse i seguenti rapporti ; x'x"zzi , x^'x'^r^i , 

x^x^'^ZLì , . . . rr' '.a?' *=i . E dunque data una relasio- 

ne tra le radici x' ed x*\ la quale non cangia quando es- 
se si permutano tra loro, e- che sussiste egualmente tra le ra- 
dici ar'" ed ar'^, x^ ed x^' , . . . ar^*"""') ed x^^""^ ; e perciò (22) 
queste radici saranno a due a due contenute nell' equazioni se* 
guenti 

a:*— a'ar-i-i=ro ' 



tu 
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lo quali saranno n di numero, ed i coefficienti ci y a!\ a"\ a'^, 

a^'^' saranno radici di una medesima ceduazione del gra- 
do n . 

Per trovare con facilità questa trasformata , della quale Fin- 
cognita sia jy osservo che in generale a?'— j^r-f-irzo, e quindi 

-— =y ; onde bisognerà nella proposta sostituire y in luogp 



di J7-H— . Ponghiamo la proposta sotto la forma 

e tutto ridurrassi ad esprimere per y il valore di or -i- — • Ora 



l'equazione x-*-— =ry ci dà ^^•-♦-a-4- — =y* , e perciò 
ap"-*--^z=3r»— a; cosi pure x*-4-3( ar-r-— j-4--^=j* , ed 

AT^H-— =y^-^4j'-^9 9 ® ^^^'^ >" seguito. Onde in generale appa- 
risce, che x «4- — avrà la forma seguente 



T 
X 



Ponghiamo in luogo di y il suo valore «-«-—» e svolgendo i terw 

mini otterremo 

r^ ' r I J r-a 1 \ A^^^Al r-i i \ 



-H Afl(«'"^+-jl^)^^. 



/ 
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e quindi avremo per determinare i, coefficienti Jlf, jlfi, M», 
Mi, ec. l'equazioni 
r—M=o 

!l!^'_M(r-a)*Jlfi=o 

» .9 a . \ -T/ 

ec. 
dalle quali si deduce 
M=r 

Mizz±^ 

e generalmente 

' a.3 . . . (j-Hi) 

Il calcolo delle differenze finite ci somministra un modo 
elegante di risolvere questo «tesso problema . La quantità 

07 H dopo la .sottitueiooe del valerle di ir divexitenà una fun« 

zione di y ed r, gIm jcbiamepemo x , e poxiendo r«4-i in luo« 
co di r avremo x -h zizz ^ ^ . Ma la apantità 



r^i \ r/\ W r— I -^ y,r y,r-i 

dunqne avremo la seguente equazione a differenze finite 

y,r-4.i ^ y,r j, r— i 
ove y si può riguardare come costante. L' integrazione di essa 
ci darà , <)oii&'-è noto 

r . ^ [y-H/(y'- 4^r ,^, [y-i/(.r'-4)r 

• per determinare le quantità C e Ci rifletteremo che z 

dev'essere =2 quando rzro , ed z=y quando nrri. A tali condi- 
zioni soddisfaremo facendo 



» 
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(C.«^,)y^(C-C 1)1/(^-4) 

% 

dalle quali equazioni si deduce C=:Ci=] . Sarà pertanto 

^'■^ ì _ [yH/(y^-4)f-4-[yV(y»^ 4)f 
'■ r 

S volta questa espressione spariscono i radicali , e si ottiene 
x*-=.;-^(jr^~-iy (y-4)-^ j^^^ y V?-4)»-hec.j 



3C a ' ^ 

Al medesimo resultato saremmo giunti più semplicemente, 
se avessimo osservato che l'equazione jb'— yor-^-izzo ci dava 

e perciò 

- r I _ [y±t/1(y»~4)f.H[3qFì/(y«-4)/ 

ove è indifferente ehe al radicale {/"(y^— 4) *i ^ì& il segno 
-H- o — . 

Sì poteva anche per altra parte prevedere, che la sostitu« 

zione d;-f-— =:y avrebbe abbassato della metà il grado della prò- 
posta. Poiché le radici della trasformata in y saranno ^'^— -^ 

X 

ar' V — , 0?"'-^—^ , a?"^-4- — , ec. : ma siccome x"=-i- , 

sc'^zn'-yjj y ec. y le medesime radici saranoa CQ^ espjvesse ; 
aF'-4---j , — 7-t-a?' , j:'"-f— 777 , —777-4-0?'", ec. , cioè saranno eguali . 

j& X X X 

a due a due. Quindi la trasformata in y, che dovrebbe essere 
del grado a/i, si abbasserà da se stessa al grado n* 

Potrebbe ancora usarsi utilmente la sostituzione xzzi — ^ , 

j-*-y 

la quale ci dà y= . Perchè le radici della trasformata in y 
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I— a:' I— a?" i— :p'" ì—'X'^ 

sarebbero • , , jr^ , rr^y ec. o sìa ( a motivo 

I-I-JF i-i-ar' i-i-a? i-i-J?'"* 

àA\e relazioni esistenti tra le radici x' ed x^', x'" ed x"^, ec.) 

, , -;. y „, , ec. La trasformata adunque 

i-k-x' x'-k-i i-4-x" :r -4-1 

avendo tutte le sue radici eguali a due a due e di segni centrar] 

non conterrà che le potenze pari di j, e posto y*=« si ridurrà 

alla metà del suo grado. 

24* 

Nelle cose precedenti abbiamo spesso avuto bisogno di cai-» 
colare le funzioni invariabili delle radici di una data equazione. 
Quantunque nel primo Tomo siano date le regole necessarie per 
eseguire questo calcolo , pure ripigliando la medesima materia 
esporremo alcuni generali teoremi, dai quali una tal ricerca di* 
pende. Sia dunque proposta l'equazione 

m M m— I ^f tn^'^Tt j», wi— «S _. ^(in— i) 

di cui le radici siano x\ «", a?'", . . . x^ , ed avremo 
e ponendo srz — 



i^Az^A'z^^A^'z* ±:A^'"^'^z 

Prendiamo i logaritmi , ed otterremo 

log.(i-^z-H^'««-^"a» .. .:±A^^^^^z^y 

=:log.(l-*'«)-*.log.(l-x''«)-4-log.(l-Jp'"jB) . . . -4-loi.(|-a?*''*'z), 

e svolgendo in serie i logaritmi del secondo membro di questa 
equazione 

Iog.(i^^^^^'««-^"z» . . . :izA^'^^%'^ 

=-(x'-KrVa?"' ... ... ^'^h^ 

'a 
— ec. 
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Denotiamo col s^gno P^ ' la somma delle potenze n. delle 

radici della proposta, cioè la quantità x* -fsr" -f-ar"' •.•-4-x^ ' > 
e l'equazione precedente diventerà 

(i) log.(i-^«-H^'«»-^"z». . . ±^^'""*^0 

pW p(3) pl4» 

a 3 4 

Prendiamo i differenziali per rapporto a js, ed avremo 

^A^<,A-z-^iA"z»^ <'. __ p_p(a)._p(3)_,_-. 

• toglìen<io le frazioni e paragonando i termini giungeremo alle 
aolite formolo 

ec. 

Ma ae ▼olessìmo una forinola generale, la quale ci datse il 
Talora di P' ' , consideriamo l'equazione (i), e ponendo 
log.{i^Az^A'z»-A"z* . . . ^"^^K"*) =fp vedremo che 

»- sarà eguale al coeiSciente di z nello sviluppo della 

funzione f, il qual coefficiente sappiamo essere ^ , 

:ft . 3 . . ndz 
purché si faccia z^o dopo le differenziazioni . Sarà dunque con 
questa condizione 

*^ a . 3 • . . . (n— i)£Ìz 

Per ottenere sotto un'altra forma il valore di P^'^^ facciamo 

ed avremo 

flfclog (i— r«)=— te ^ j- . • . ec, 

Tom. HI. i8 
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Oia il coefficiente di z in tz h eguale a 



a.3...(/i-**i)i2z 



in 



i»z» t i"-*.»'* 



in 



a.3...(n— aki9 

,n— o 3 
<»»• 1 d .t 

a.3...(/i— 3)ife 



n n 

t z in 

in — t 

n n 



purché sì faccia zszo dopo le differeoBianoni • Dunque riunen- 

do tutti questi valori avremo il coefficiente dì z in ^ cosi 
espresso ; 

F /i r €^.f I aJ 1 tf .* rf / 



»* »— 1 1^;^ n— a suiz^ n— 5 a.5(/2* **' « - ti»—*' 

a.3...(n*— i|az 

ed in conseguenza otterremo 
fp) ^ ^ g.^ n a ,t n d .t n a 



t 



n— I i/« n— a aifc» n— 3 a.3J*» '**'^ i ^ , .j «- 

a.3...(/i-i)tf2 



ponendo in questo valore 

Sia per esempio la proposta del ascondo grado ; sarà 

tzzA^A'z^ -7-=— -4', 2-_s:o, e facilmente vedrassi nel caso 

d% dz^ 

di «=0 essere — ^=rdir(r— i)(r— a) . . . (r— 5-i-i)>4 A' , ove il 

^ dz 
segno -f> ha luogo se i è pari» ed il segno — se ^ è dispari. 
Sostituendo questo valore troveremo 

a a.3 

la qual formola s^ deve continuare , finché gli esponenti di A 
non divengono negativi. 



I 
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SappoDghiamo adesso , che siano dati i Talori di P , jP'^^ , 

P' s oc. , e si richieda di esprimere per meszo di eài i coefiS- 
cienti Ay A y À'\ ec. della proposta . Ripigliamo l'equazione 

^ pW ^ p(B) ^ p(4) 

a 5 4 

e passando dai logaritmi ai nnmeri otterremo 

p{^) p(3) p(4) 
^^Pz^ «•—-----«»— .—-HS*—ec. 

zre ^ ^ ^ 

ove e è la base dei logaritmi iperbolici • Di qui apparisce che 

il termine ^^ ""'' o —-4^ ', secondo che n è pari o dispa- 

ri, sarà eguale al coefficiente di z^ nello sviluppo della funzio- 

-^Pz-^ z * —ce. 

ne « ^ » o sia della funzione e ^ , se facciamo 

p{^) p\i) p\A) 

— P— z— —g^**— —-—««— ec. sai • 

a 3 4 

Svolgendo in serie la quantità e avremo 

zu s^u^ z*u* z u 

e ZZI 



a :i.o a . o . . . n 

e con un ragionamento simile a quello usato nel numero pre« 

cedente troveremo che il coefficiente di z in questa serie sarà \ 

rappresentato dalla Ibrmola 

u I a.u 1 d^.u a M 



a.d.../i a.3..,(ii— i)' dz a.3...(n-a)' skdz» '" .. , » . «-i ' 
purché ai faccia z=:o dopo le diiferenziazioni: e questo sarà il 
valore del coefficiente ^A^ ' . 
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27. 

Ci sia permesso qu\ di passaggio osservare, che lo stesso 
metodo si può applicare allo sviluppo in serie di qualunque 
funzione y la quale abbia la forma 

J?'.(aH-6z-f-cz*-i-tf«'-f/«*-4-ec.) 

Questa funzione, posto 

i-i-CJB-*-ez »-►/«• -f-ec .=::f 

diventerà F(a-f-fjE), e svolta in serie per mezzo del teorema di 

Taylor ci darà 

^ ' da ìiaa^ .* , n 

a,ó . • • naa 

MA 

Quindi il coefficiente di z nello sviluppo della funzione pro- 
posta sarà espresso dalla formola 

d'^Fa n d'^'^'Fn d.t"'^ 



t 



Sk.'i.,,nda A.3...(;?— i)(/a 

d"-''F.a d^.t"-'' dF.a ^"'t 



a.o...(fi-a)aa a.^...(/7'-i)a2 

purché vi si ponga 2=0 dopo le differenziazioni . Questa for- 
mola, alla quale il chiarissimo Arbogast è già stato condotto 
dal suo Calcolo delle derivazioni y ci disimpegna dalla conside- 
razione della funzione F di up polinomio, e riduce tutto alla 
ricerca dei coefficienti delle potenze del polinomio t • 



a8. 



Trovate le somme delle potenze delle radici cerchiami 
adesso la somma dei prodotti che si formano , quando si molti- 
plicano tra loro le potenze delle radici. Indichiamo col segno 

p(w, n) 1^ gomma dì tutti i prodotti della forma x'^.x"^ , 
che nascono da tutte le permutazioni tra le radici della propo- 
sta, col segno P^ ' *^' la somma dei prodotti della forma 
x'"^ a?'^ .x'^'P , col segno pt'" » « ^-/^ ' *) b somma dei pr'odot- 
ti X ,x" j£*"P.x^^ ^ e così in seguito; e cerchiamo il valore 
di queste quantità P^'^ ^n) p(m,n,p) ^ p{m, n,p,q)^^ 
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Se moltiplichiamo tra loro le due quantità P* «' e P***»'^ 
nasceranno da questa moltiplicazione tutti i termini della for« 

ma «' »"*^» , e tutti quei della forma x'**».*'' " ; onde sarà 
p('».).pK)_p(«.-Ha.)^p{a. ,«.),, q„i„ji 

(i) P^**" ' ''«)=ip(*».).p(*«)_p(*i"^«) . 
Moltiplicando tra loro le tre quantità P^^*' , p'"'^ , e 
P^*»' otterremo tutti i termini della forma a;'*i"*^»"**« , tat- 
ti quei della forma ar'^»'*^».x"'*» , quelli della forma 
ar'*''"^» ur"**« , quelli della forma a'*»"^» ^"'*' ,e finalmen- 
te quei della forma a:'** ».«"*».«'"*• . Sarà dunque 

Ma dalla equazione (i) abbiamo P^**""*^» '«.)5:J>(«i-*-«i).p(«.) 
.p(«.-*^.-wt,) p(<», -•-«,, «,)__p(o, •«-«,) p(a,)_p(«,-w»,^.a,)^ 

stituendo questi valori avremo 

Col medeumo ragionamento troveremo 

_p(a,-w», ,a, taJj^pCa.-M^ ,«, ,a,) 
_p(«,-*^4^«, '«.)_p(«,-+"«a-*-«t»«4) 
'f.,: _p(^|-»^»-*^4«^i)^p(^i-«^4-»-«4.«,) 

_p(«,-M»,,a.-Mj_p(fl,^a^,a,-^,) 
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• sostituendo i valori di p(^i-^a'^»'^4) , ^c. dedotti dalla 
equazione (a) , e quei di p(^i**^»"*^» >^*^ , ec. e di 
pV^i-^-^ft >^«-*^4)^ ec. dedotti dalla equazione (i) ayremo 

_p(^a'^^4).p(*i).p(*i)-.p(^»"^4).p(*.).p(«a) 

^ap(«'"^»"*^»\p^'*^^^aP^'*''^»"*^*Xp^*»^ 
H-2P^'*«"^»"*^*).P^**^-*-aP^'*«"*^*'*^*^.P^'*«^ 

_6p(^.-^a->^i-^4) 

^p(«,-+-«i).p(«|-*-«4)^p(«,-^'5).p(«a-«4) 
^p(«.-»^4).p(«a-^i) . 

Senza proseguire più oltre queste operazioni 9 dopo una 
brere riflessione sulla natura della moltiplicazione delle poten- 
ze, la quale consiste nella somma degli esponenti, facilmente 

ci persuaderemo , che il valore di P' * * " * * » • • • n/ g^^^ com- 
posto di tutti i termini della' forma pW.p(''').p('''').p('*"') ec. , 
ove sarà r-i-r'-*-r"-w'"-i-ec.=aj-4-a^-H», . . . -w»^ , e ciascuna 



delle lettere r sarà eguale ad una o più delle qnantita a^^a^ ^a^ , 
... a^, e ciò la tutti i modi possibili, secondo i quali le quan- 
tità a,, a^ , a, y ec. si possono combinare, o prendendone una 
sola, o la somma di due, o la somma di tre, ec. Siano m, /»' , 
m'' , m'^' 9 ec. rispettivamente i numeri delle quantità a, 9 a^ , 
a, , ec. contenute in r , / , r" , r"', ec. , ed avremo 
i7i-i-/n'-f^in"-4-;ii'"-f-ec.=:^.*RiiiDiaìno insieme tutti i termini si- 
mili , nei quali cioè i Valori delle lettere 1», m\ m!\ m"\ ec. sono 
i medesimi, e denotiamo questa somma col segno 

\ Q_ r ft m • Questo segno adunque indicherà la som- 

^/i» , m , /n , 771 , ec. *- o ^ 

ma di tutti i termini della forma 
>(«i-^-*a---"^/n).p(«/n^i-^«/n^a-*--^m-4.w0.p(«i7M^ 
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e poneodo in luogo di m , m' » m" , ec. tutti i nnmeri , che sod^ 
diafanno ali* equazione mH-m'-M7i''-Hec.=::A , otterremo tutti i ter- 
mini, che compongono il valore di P^ 1 » ^a > ^i > • • • > ^n) , 

Usando questa maniera di scrivere potremo più semplice- 
mente esprimere i valori trovati neli' equazioni (j) ^ (a) , e (^ , 
le quali diventerani^O 

(,) P(-. ' ^.)-^^ ^^Q^ 

Per maggior semplicità tralasceremo nel segno Q , „ 

In y IH y fi% y ec» 

quelle lettere m' , m" , m"', ec. che sono eguali ali* unità , e scri- 
veremo Q in luogo di Q 1 1 ec * ^"» invece di 

O , O , in luogo di Q , 

^m , I , I , I , ec. ^m , m' ® ^m , wi , 1,1,1, ec. 

e così in seguito . Rappresenterà dunque Q la s^mmadei termi- 
ni della forma P^*-"*^»-^- •'•-^m).p(«m.Hi)y«m^J..p(^«\ 

che nascono da tutte le permutazioni possibìfli tr& le quantità 
tf I , a^' , a^ , • . . a^ • Così pure Q^ j^ esprimerà tutti i ter- 
mini diversi della forma 

Ciò posto, se chiamiamo z^ ^^ 'n ^ iJ coefficiente, 
* /» , iw » /» , ec. 

che ha Q , n ^^ nelvaloredipK»«.»«. »•••»«/,) 

^m , jn , m , ec. 

»^** ^^ -.' «" M^ 'Qn^ ».' «." .« *^ termine generale 
/TI , 771 , /n • ec. ^fn , m , m , ec. ^ 

dellir lórmola, che rappresenta questo valore, e p<Hr dedurne 

tutti i termini di una tal f<ifmola bisognerà prendeio pejr m , 

m' , m'^ , ec. quei numeri , che soddismmo in tutti i modi pò»» 

sibili air equazione if^4-m'-i-m"-f-«c ati . Avremo pertanto 



eo. 
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<^) 



Q 



5x5 -"6^6 ^"7^7 

3 , a^d , a-**4 , a^4, a -*"'5 . a^5 . a 
"*-%3^3.3 ■*'*4,3^4.5 

2,2 12^2,^,2 0,2,2^0,2, 



/J^/8 



n— 2, 2^llf— 2, 2 



"«-2 / O i 
/i— 4» ^» 2^/1— 4, a, 2 

"*"*/i— 5,3,2^/1-5,3,2 



"*"'«— 6 , 2,2; 2^/1— 6 , 2 ,2,2 



/i— 8, 2,2,2,2^/1—8,2,2,2,2 
-4-ec. 
Conviene adesso determinare i coefficienti ìb^ , 1;^ ; ip^ , ec. , 
lo che forma la parte più difficile di questa ricerca. Si osservi 
in primo luogo, che questi coefficienti sono quantità numeri- 
che introdotte dalle sostituzioni , e indipendenti non solo dal 
valore ma anche dal numero degli esponenti a, , a^ , a^ ,...a^ 

in modo che se nella formola P^*« ,«..«•.•••»««) ^an- 
cher4 ano di essi , per esempio a , il valore delle quantità 
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Q , Q , Qa , ee. diventerà più seinplice , ma i coefficienti 

^ , ^ 9 ji« , ec, dei termini, che riniaDgooo» saranno gli stessi. 

Poiché trovato il valore di P^^" ' ^* ' ^» * • • * * ^«^ per aver 

quello di P^"*» • *• ' ^» • • • • * ^'»— '^ bisognerà porre nel pri- 
mo a =:o; ora questa supposizione farà mancare alcuni dei term- 
ini ni compresi nelle quantità Q $ Q , Qa » ec , ma lascerà il 

medesimo ooeflBciente ai termini che rimarranno . Cosi nella 
equazione (i) essendo z zzi , sarà z =1 in ogni caso. 

In secondo luogo si rìflt'tta che, se aggiungiamo la quanti- 
tà a alle altre a .a , a» .... a , in modo che si cer» 

chi il valore della formola P<*' .«,,«,,..., a^^,) , que- 
sto valore ci verrà dato dalla espressione precedente 
15 Q -i-z Q H-ec. 9 purché nel comporre le quantità Q , Q^f 

Qa» ec. si abbia riguardo alla lettera a oltre le altre 

a , a . a» > • • • 9 a ; e di più , siccome n si é cangiata in 

»-4» j , converrà aggiungere a tal* espressione i termini 

z Q 

'^z Q 

"•"*/>— a, 3^/1— a, S 

e. 

n— 3, a , a^n^S, A , a 



n— $,a,a,a^ii— 5,a,a,a 
«♦-ec. 

La ricerca dei coefficieiit] z t '^^ > ^^' «i riduce a vedere , co- 
me questi nuovi termini per raggiunta della quantità ^ . 

nascano dai precedenti . 

A quest* oggetto si osservi che 

Tom. HI. 19 
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^(«^,«^,«3,..., a^ Ja^;i_J_a^,a^,ay ..., a^^) 



.<-! 



/^4-I 



^a»^il'—>0 (^. >• 



n' 



>^af •• ><»^; 



I ' a n-4-i 3 



Quindi il valore di P 



(«j f «^> aj,.*.ia 






nascerà dal yalore 



y se prima questo si moltiplicherà per 



n^v 



, lo ohe non porterà altra mutazione nella formola 
(A) y se non che i valori di Q , Q , ec. riesciranno più compii^ 

cati, poi se da questo prodotto si sottrarrà n volte l'espressione 
(A) » prima ponendovi a -f^ in luogo di a , poi a^-ms 

in luogo di a , e così in seguito fino a porvi a -**« in Iuo« 

go di a • Da queste sottrazioni nasceranno i nuovi termini 

z Q -4«ec» nel modo seguente. 

Il termine z O nascerà dal termine z O » cruan* 

do in luogo di a vi si porrà a -i-a ; poiché essendo Q 



della forma P * * 



/«, 



a • • • ■***«) 

, allorché vi si mette 



a H-a invece di a diventerà della forma 



P 

a 



(-. 



3 • • • 



nH*i 



) 



, cioè Q . Cosi pure, posto 



«^w **> luogo di a , o a^'ha in luogo di a* , ec. , o 
finalmente a -ws iq luogo di a , la quantità Q diventa 



Q , • Quindi il termine z O nasee'^dal termine z O 

preso negativamente n volte , perchè tante sono le variazioni di 
a. in a^"^^^ . . , di a in a -f<a , ec. , nelle quali tutte 



la quantità Q diventa Q^ . _ ; sarà dunque «^ . = 



/l 
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II termioe O essendo della forma 

p^ i 2. /i-a J /i-i n p,^j„„à il termine Q^^^ ^ 

allorché sì aggiange a a ciascuna delle lettere 

a , a , ... a ; ove però conviene osservare che non tatti i 

termini della forma O sono prodotti dal termine Q^ ^ ^ , 

^/»-i,a ^ ^ii-a,a 

poiché in questo si aggiungono ad a tutte le lettere con- 

tenute nel primo segno P, ma non quelle del secondo segno; 
onde mediante questa operazione a non si trova mai nel se* 

condo segno . Che se nella quantità Q aggiungessimo 

a alle lettere del secondo segno, ne verrebbero dei termini 

»on della forma Q , ma della forma O ^ .a » che consi- 

dereremo in seguito. Sarà però vero che, il coe£Bciente dei ter^ 
snini della ferma Q , i quali risultano da Q ^ ^, essen- 

^^ «« • -. » avremo « =z— (n— a)jB ^ . Gli altri ter- 

zi— i, a* n— i,a ^ '/i— a,a 

mini non compresi tra i precedenti ci verranno dati dal termi- 
Be Q^^^ , il quale é della forma /^ * * ^^.P^, 
allorché si aggiungerà a alla sola lettera del secondo se- 

gno P. La differenza tra questi termini ed i primi si é, ohe nei 
primi a si combina con le altre lettere del primo segno P, 

e non é mai nel secondo segno; nei secondi a A combina 

con la lettera del secondo segno e non é mai nel primo . Ma co» 
me non vi é nel secondo segno di' Q che una sola Ietterà» 

ciascuna sottrazione non produrrà che un solo termine» e que- 
sto diverso dai termini delle altre sottrazioni . Se dunque 
^ft— I a ^ '^ coefficiente di questa porzione dei termini di 

Q- ^ ^ 9 wi « ^=3— 1.«^ , . Ora siccome nella qnan« 



' n-4*i' . .. , • . 

ee. 



tità P V^ ^ "^^ tutte le lettere a^ , 



\ 
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entrano egualmente, dovrà perciò essere il medesimo il coefficien- 
te della prima e della seconda porzione di termini , e quindi 
avremo z , ^=:— (n— a)z ^ zs^i.z 

Il termine Q ^^ ^ nascerà similmente per una parte dal 

termine O a o • per l'altra dal termine O ^ »- se nel 

primo si aggiungerà a a tutte le lettere del primo segno P^ 

e nel secondo si aggiungerà a a tutte le lettere del secon- 

do segno; e le due porzioni di termini saranno diverse, perchè 
nella prima a si combinerà con tutte le lettere del primo 

segno, e non sarà mai nel secondo, e nell'altra a si varierà 

con le lettere del secondo segno e non sarà mai nel primo. Inol- 
tre siccome in Q ^ a sono nel primo segno /i— 3 lettere, ag- 
giunta a a ciascuna di queste ne verranno n— 3 termini si- 

mili; e cosi essendo due le lettere contenute nel secondo segno 
di Q , dalla somma di a con ciascuna di esse si 

produrranno due termini simili. Sarà pertanto 

n^% ,3 ^ ' »— 3 , 3 rt^a , a 

Generalmente Q • nascerà da Q , aggiunta a 

a tutte le lettere del primo segno P, che sono r— i , e da 
Q f aggiunta a a tutte le lettere del secondo segno, 

che sono r'— i . Onde avremo 

= — (r— i)jjp r=>— (r'— i)z , 

^. ' r^i^r ^ ' r, /— i 

Passiamo a considerare un termine qualunque della formio 

Q f jf * Questo termine nascerà in parte da Q , n 

aggiunta ^ alle lettere del primo segno P» in parte da 

O f ff sommata a con le lettere del secondo segno, 

e finalmente iji parte da Q , „^ se a ti aggiungerà 

alle lettere del terzo segno • Nel primo caso si combinerà a 

con le lettere del primo segno , nel secondo con quelle del se- 
condo , nel terzo con quelle del terzo ; e perciò si avranno tutti 






4 
\ 
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i termini , perchè si sono prese tutte le combinazioni • Ora sì os* 
servi che» in Q , jt essendo r**-! le lettere» «Uè quali si 

aggiunge a » e che producono tutte termini simili » saranno 

r^i i termini simili prodotti da Q-^. ^ yi ; così pure /— i 

saranno i termini simili prodotti da Q , r r" > ^ finalmente 

r"— ;! i termini simili prodotti da Q # /— 1 * ^^^® 

— (r— j);s ^ f u sarà il coefficiente della prima porzione di 

termini» — (/— j)z , ,, il coefficiente della seconda por- 

sdonCy e ~(r"— i)je , „^ quello della terza porzione. Ma 

tutti i termini devono avere il medesimo coefficiente % j jt\ 

dunque sarà 

•r,r',r"=-('-)*iw, , ,' . r"=-(^-'>r.y-, . r"=-<''-»)*r,r' .r"-r 
In generale apparisce, che avremo tra i coefficienti della 
formola {A^ le seguenti equazioni 

*r, /, r", /", ec.=""^''^'K-r, r" , r", r"', ec. 

-""^'■'^'K,r'-i,r",r'",ec. 

^^'^'•'K,r',r"-i,/",ec. 

=""^'^'"""'Ky ,r",r'"-i , ec. 
^ec. 
Rimane adesso ad integrare quest'equazioni» le quali sono a 
differenze finite e parziali . 

Consideriamo T equazione 



V , r' , r^, r"S ec.--'^^*'*iwi, r' , r", r'", ec. 
e siccome in questa le quantità / , r" , r"\ ec. non soffrono al- 
cuna variazione, le potremo riguardare come costanti . In tal ca« 
so l'integrale della proposta» com'è noto» sarà ^ ^ jn jh 

T f r f r f r » eC« 

=:l:i.A. j...(r— -i)c, ove si deve prendere il segno >>^ sff r è dispa- 
ri, ed il segno — se r è pari. Ma poiché le quantità r'»r",r'"»ec. 
sono state riguardate come costanti , la costante e potrà esser 
funzione di esse» e perciò l'integrale completo della proposta 
sarà 



t 
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'r y ,r" ,r"' , ec =** . a. S . . . (^-i)F. (/ , r" ,r"' , ec. ) 
Per determinare Ift funzione arbitraria F si «ostìtuisca il valor» 
trovato di « , „ ,„ nella «qoasione 

""r , /, r^', r"', ec ="^'''""'K , /-i , r", r"', ec. 
giaccliè anch'essa deve aver luogo, e si otterrà 

F.(r\ r'\ r"'. ec.)=-(^-i)i^';-i , /', r"\ ec.) 
la qual' equazione integrata nel medesimo modo ci darà 

F.(r',r", r'", ec.)=^i.a.3...(r'-i)F(r", r"\ ec.) 
ove il segno -i- si prenderà nel caso di / dispari , ed il segno ^ 
nel caso di r' pari . Se si continuerà la sostituzione nella equa- 
zione 

^ , /, r", r'", ec. =-('"- O*^^ ^^ ^r_,^ ^r,^ ^^ 
e nelle seguenti » diminuirà sempre di una unità il numero del» 
le variabili contenute nella funzione arbitraria; onde finalmen- 
te essa si ridurrà eguale ad una costante. Sarà pertanto 

z r .f «1 =dtc.i»a.3..(r-i).dti.a 3.^r'-i).dti.a.i...(r"-i).ec. 
'fffr^r 9 ec» 

Per determinare questa costante e » nel valore di z faccia- 
mo n^a, ed avremo x zs^^i ma l'equazione ìb=:— (r-i)z 
ci dà « r=-^z ; dunque czzz =i ^ come abbiamo notato di so- 
pra . Avremo dunque 

cioè sarà 

«^=(—1)'"'"'. I .a.3«..(r— i) 

»^ ^-i)'''*^''"^i.a.3...(iwi).i.a.3...(r'-i) | 

z^ ^t ^,=(—1) .i.a.3...(r-i).i.a...(r'-i).i.a,.e(r"-i) . j 

ec. 
Sostituiti i valori di questi coefficienti la formola (A) ci darà il 

valore della quantità P^"*» » «^ * «1 ^ • • • » «/»)• Questa formo- 
la è quella istessa, che senza dimostrazione è stata proposta 
dair insigne Analista Eduardo ìVaring nelle sue opere, una del* 
le quali ha per titola Miscellanea Analytica,e T altra Medita^ 
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tiones Mgébraìcae, e serve a detfrmìnare per i coefficienti di 
una equazione data qualunque funzione razionale invariabile 
delle sue radici » poiché una tal funzione è sempre composta di 

termini della forma j>(*i » «. ' ^» ' • • • ' ^«) , 

Aggiungeremo a quest'Opuscolo alcune altre ricerche spet- 
tanti alla teoria dell* equazioni » e primieramente faremo cono- 
scere il modo elegantissimo» con cui il sommo Geometra La* 
place ha dimostrato 9 che l'equazioni tutte composte di termini 
reali sono risolubili in fattori reali di primo o di secondo gra- 
do. Sia dunque proposta unn equazione qualunque del grado 
m» di cui le radici siano x\ a^\ x"\ ec, e sia x^^ux^Viso un 
di lei fattore di secondo grado,- il quale contenga due delle sue 
radici. Sarà u una funzione della forma a/-4<r'\ ed Puna fun- 
zione della forma x'x" , e per i principj precedenti tanto u che 

F* dipenderanno da una equazione del grado ^^ . Ma noi 

cercheremo invece il valore della quantità iM-aF, ove a è un 
numero dato» e la trasformata A'=o, di cui questa quantità è 

radice, sarà anch'essa del grado yi= ■ ' . 

Ponghiaroo in primo luogo che questa trasformata abbia 
sempre una radiee reale, qualunque sìa il valore di a» Io che 

avverrebbe necessariamente» se fosse un numero dispa- 
ri . Dando infiniti Talori ad a avremo infinite trasformate, cia- 
scuna delle quali avrà una radice reale ; e siccome è determina- 
to il numero delle combinazioni » che possono farsi con due ra- 
dici della proposta , molte di queste radici reali delle trasforma- 
te si riferiranno al' medesimo fattore della proposta. Siano A , 
A due di queste radici delle diverse trasformate » che sono fun- 
zioni di due medesime radici della proposta , ed a\ cl^ i corri- 
spondenti valori di a\ avremo ìm^^VzzA^ u^^^^VssJ! ^ e quin- 
di i valori di tt ed V saranno reali , e tale ^arà pure il fattore 



Abbia in secondo luogo la trasformata A'zso per qualunque 
valore di a un fattore reale di secondo grado, dì cui le radici 
essendo immaginarie avranno la forma ^-4*£^— i ; e dando in- 
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finiti valori ad a otterremo infinite equassioni , ciascuna delle 
quali avrà una radice della forma ^-f-JS^/^i • Tra tutte queste 
radici scegliamone due -4-4»Bl/— i ed ^'•+'J5'|/'— i , che si rife- 
riscano al medesimo fattore della proposta, e siano a' , al' i va- 
lori dia, che corrispondono ad esse. Avremo w^V^A'^B^^i^ 
U'Mi"VzzA''^B'l/'^»i, dalle quali equazioni si deduce che u ed 
F saranno ciascuna della forma C-i-i7|/'^i » ed il fattore della 
proposta riesci rà 

La risoluzione di questa equazione ci darà il fattore di prime 
grado 

ove G^C^-^D^—^E , Hz=:%CD^4F. Facciamo 

|/(G-HÌV--i)-i/(C-/V'-i)=aQ 
e prendendo i quadrati otterremo 

aG-Ha|/(G •h-H*)=4P* 

dal che apparisce che P« è una quantità positiva , e Q^ una 
quantità negativa, e perciò P una quantità reale » e Q una 
quantità immaginaria della forma B[/'^i . Sarà dunque 
|/(G-4-fr(/— i)=P.*-Q=iP^ilj/— I , e perciò la proposta avrà 
il fattore 

xr— — — — — -— i/— isro. 

a 51 r 

Questo porta seco necessariamente T altro fattore 

V— 1=0, 



a a 

e dal loro prodotto nasce il fattore reale di seeondo grado 

( CfP vs {D^R)^ 
*"" ^ / "*" 4 
Nell'istessa maniera F altro fattore 

a a 

ci condurrà al fattore reale di secondo grado 

a / ■*■ 4 



fd> 



OPUSCOLO II. i5» 

Se fosse l>-f-iZ=o , il primo fattore la>- — ^j -•- — 

Q I p 
si ridurrebbe al solo fattor semplice «— =so, e così avrem* 

<no il fattor semplice :?— =o» se fosse Z)-*/t=o, la cia- 
scuno di questi casi la proposta avrà due fattori reali » uno del 
primo e l'altro del secondo grado. E se nel medesimo tempo 
fosse Ì7-i-jR=o e i7— iZ=Oy cioè Rsio, e D^zo^ la proposta 

avrebbe i'due fattori reali di primo grado a?— zzo , 

a>— =o, i quali per mezzo della moltiplicazione ci dareb- 
bero un fattore reale di secondo grado. È dunque dimostrato 
cbe la proposta avrà sempre un fattore reale del secondo grado , 
quando la trasformata JICso ha un fattore reale del primo o del 
secondo grado. 

Ponghiamo in laogo della proposta la trasformata X'no , e 
deducendo da questa la corrispondente trasformata X^zzo , che 

Sarà del grado /l'n — — -^» con un simile ragionamento vedremo 

che la trasformata X=:o ed in conseguenza la proposta avrà un 
fattore reale di secondo grado , se la trasformata X':z:o ne avrà 
un» del primo o del secondo grado. E così dalla equazione 
X':=x> passando alla di lei trasformata X"z30 del grado 

^rr^^njn^-ij ^ ^ ^^ questa alla seguente J!r'"=;o del grado 

n*"zz — ' — — » e così in seguito; se mai giungeremo ad ottene- 
re una trasformata y la quale abbia un fattor reale del primo o 
del secondo grado , ne concluderemo che tutte le trasformate 
precedenti ed infiuela proposta medesima avrà un fattore reale 
del secondo grada. 

Qualunque sia il grado m della equazione data , tenendo 
conto della massima potenza di a in esso contenuta potremo 

rappresentarlo per mezzo di a^^.q , ove p è un numero intero 
qualunque, e q un numero dispari. Il grado n della prima tra- 
Tom, III, sko 
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sformata sarà — :iiL-£Hir=al'^■"^^', se facciamo 

j*=jF(a^.y— i), t)ve si osservi che q\ èssendo eguale al prodotto 
di due numeri dispari, è anch' eìsso dispari. In egual modo i 
gradi n', ri\ h*", ec. deìle seguenti trasformate saranno respet- 

tivametitfe J^^.q'' , ii^""^^.y'", i'^^.^'^^ec* essendo y** , j'", 
q^^ ^ ee. Yii^meri drspàrì. Ma siccome T esponente del a va sem- 
pre diminuendo dell'unità, giungeremo finalmente ad una tra- 
sformata di grado dispari, la quale avendo necessariamente una 
radice reale porterà un fattore reale di secondo grado in tutte le 
precedenti trasformate, ed in fine nella medesima e<}uazione 
data . Pertanto qualunque equazione ha un fattore reale di se- 
condo grado, e tolto questo mediante la divisione T'equazione, 
che ne risulta, avrà di nuovo un fattore reale di «eoendo gra- 
do, e così in seguito ; ^e perciè qualunque equaeion reale ò com- 
posta di fattori reali del primo o del secondo grad» • 

3o. 

Il metodo di Lagrange da noi esposto nel Cap^ XIV. della 
Parte I. per la ricerca delle radici dell'equazioni numeriche per 
approssimazione richiede il calcolo di quella trasfiormata^ che 
y ha per radici tutte le difierenze tra le radici della proposta . Tro- 

vata questa trasformata se ne deduce facilmente il valore A di 
una quantità minore della più picoola differenza tra bc ìcftdioi 
della proposta, e v4en determinata la serie o. A, iiA, 3A, eo. , 
i termini della quale successivamente sostituiti in luogo di x 
nel primo membro della proposta ci faranno sicuramente cono- 
scere tutte le radici reali della medesima. Ma quanto <è necessa- 
ria la cognizione delta quantità A, altrettanto è imbarafeaanitt il 
doverla ripetere da una trasformata , il calcelo della quale è 
estremamente laborioso , e quasi ìnfrpraticabtle , ee'la propoeta è 
di un grado alquanto elevato. Perciò l'immortale Léierange ha 
procurato d' irormaginare altri mezzi meno difficili pel ritrova- 
mento delki qtssntità' A, cioè di un limite minore della pia pio 
cola tra le differenze delle radici 'della proposta. Abbiamo ero 
duto opportuno di esporre gl'ingegnosi artifizj ritrovati da lui 
^ per compimento di quanto abbiamo detto nel citato Capitolo 
sulla risoluzione ddl'equazioni numeriche. 
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Sia dunque proposta l'equazione 

f: supponghiaflio che x' rappresenti un'altra radice di questa di- 
versa da x\ avremo ancora 

Indicbiamo per u la differenza tra le radici x ed d?' , in modo 
che sia x^r^r-^u^ e sostituendo in luog<» di x* questo valore 
neirultima equazione otterremo 

ove sari 



P^x'^^Ax'^^' ^Bx'^^^^x'^^ 



dX 



yzzmx — (w— i)^jc -4-(/ii— a)-ox — ec.:z:-^ 

P^_^ m(m— i) m«- a (m— >i)fiy»— a) ^ m— 3 i'^ 

a a :iajr* 

m(in— f)(m— a) «1—3 à^X 

^^:2 j- % ^-ec.rr ■' ., . . ■ 

a • D A.óax^ 

ec. 

Ma poiché /^z:o , avremo dividendo per u 

Q^Bu'^Su^ . • . . -i-u =:o • 
Se in questa equazione si pone in luogo di x una radice 
della proposta , essa avrà per radici le differenze tra questa radi* 
ce e tutte le altre della proposta. Quindi se in luogo di x vi si 
sostituiscono successivamente tutte le radici della proposta, si 
otterranno m equazioni in u, le quali avranno per radici tutte 
le possìbili differenze tra le radici della proposta . Pertanto si 
avrà il valore conveniente di A , se si farà eguale ad una quan- 
tità più piccola della minìuia tra le radici di queste m equazio- 
ni in u . 

3i. 



Ponghìamo vcz^t > e l'equazione in u-eì oangerà io 

V^" '"T ^T ^T~ • • • ^^ - «^Mi\/ • 
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la quale moltiplicata per i ** e divisa per Q diventerà 

.1»— 1 i2.m— a 4S.1»— 3 I 

Supponendo che in questa equazione si sostituiscano una dopo 
Taltra in luogo di x tutte le radici della proposta » sia / il limi- 
te più grande della massima tra le radici positive delle m equa- 

zioni in i , che da tali sostituzioni risultano • E chiaro che -r- 
sarà minore del più piccolo valore di i^ , ed in conseguenza po- 
trà prendersi A:= y • Ora è noto che il massimo coefficiente ne- 
gativo 4i una equazione preso positivamente ed accresciuto 
deir unità è maggiore della massima radice negativa* Dunque 
la ricerca del limite / si riduce a trovare il, più gran valore ne- 
gativo, che risulterebbe dalla sostituzione in luogo di x delle m 

radici della proposta nei coefficienti ^ » ^ » ^* ? ^ una quanti- 
tà maggiore di questo valore • 

Se i coefficienti 7j 9 f^* ^^* fossero funzioni intere ài x, si 

potrebbe risolvere il problema con sostituire in questi coeffi- 
cienti in luogo di X nei termini positivi un limite minore della 
più piccola radice positiva della proposta, e nei termini negati- 
vi un limite più grande della massima radice positiva. Infatti 
è evidente, che i resultati negativi, nei quali per queste sosti* 
tuziooi sì cangerà ciascun coefficiente, saranno maggiori di 
quelli che nascerebbero dalla sostituzione nel medesimo coeffi- 
ciente delle radici positive della proposta . E riguardo alle ra- 
dici negative, si porrà nei medesimi coefficienti — dr in luogo di 
d?, e poi si sostituirà nei termini positivi un limite minore del- 
la più piccola radice negativa presa positivamente, e nei termi- 
ni negativi un limite maggiore della massima radice negativa re- 
sa anch'essa positiva. Il massimo risultato negativo, che nasce 
da queste sostituzioni , preso positivamente ed accresciuto dell' 
unità sarà certamente maggiore del più grande valore positi* 
vo di i • 
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Relativamente ai valori negativi di i si porrà — i in luogo 
di i'nella equazione in i » o sìa si cangeranno i segni del secon- 
do termine, del quarto, ec.; e ripetute le medesime operazioni 
il massimo coefficiente negativo, che si otterrà, preso positiva- 
mente ed accresciuto dell* unità sarà maggiore del più gran va- 
lore negativo di i preso positivamente. Ma è da osservarsi , che 
u rappresentando la differenza tra due qualunque radici della 
proposta è egualmente positiva die negativa, e tale pure sarà i, 

perchè /=;:— , cioè i valori negativi di i saranno prescindendo dal 

segno eguali ai positivi; onde il limite l, che è maggiore del 
massimo valore positivo, sarà ancora maggiore del più gran va- 
lore negativo preso positivamente , e viceversa il limite maggio- 
re del massimo valore negativo preso positivamente lo sarà in- 
sieme del più gran valore positivo • Sarà dunque indifferente per 
la ricerca del limite / che i si riguardi o come positiva o co- 
me negativa ; ma tornerà bene di ripetere le operazioni nell'una 
e nell'altra ipotesi, affine di scegliere il più piccolo tra i due 
valori di / , che ne risulteranno • 

33. 

R S 
Ma siccome i coefficienti ^ , ^ , ce. sono funzioni fratte 

di :r, il metodo precedente don può adoprarsi , se prima non si 
trova il modo di togliere la x dal denominatore Q. Uno dei 
mezzi » che il primo si è presentato a Lagrange^ è quello di por- 
vi invece di Q un numero più piccolo del minimo di quei valo- 
ri , che essa acquisterebbe per la sostituzione delle radici della 
proposta in luogo di x\ poiché è evidente che i coefficienti 

n * n * ce. riesci ranno così più grandi di tutti quelli, che na- 

scerebbero , se in luogo di Q vi si ponessero i valori esatti . Per 
trovare il numero adattato a porsi in luogo di Q facciamo Qzry, 
ed eliminando x dalle due equazioni X^o e Q—yrso otterremo 

• • -Il 3 etimo 

una equazione in y dei grado m. , la quale avrà per radici 
tutti i valori, che Q riceve per la sostituzione in essa delle ra- 
dici della proposta, oia h il limite minore della più piccola ra- 
dice positiva della equazione in j, ed A' il limite minore della 
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più piccola: radice negatiir^i presa positiva niente; e aaraoDo h e 
— K i numeri che dovreiÉio siicceasivameote' porre in luogo di 
Q, cioè dovremo praticare le operazioni indicate nel n.^ pre«- 

R. S R S 

cedente sulle quantità -r- > X ' ^^* ""F ' *" fc? * *^' 

34. 

Siccome il calcolo della equazione in j presenta molte dif- 
ficoltà , Lagrange ha immaginato un'altro metodo, il quale ol- 
tre ad essere più facile somministra un valore più piccolo per /, 
ed in conseguenza più grande per A. Questo consiste nel molti- 

R S 
plicare ambedue i termini delle frazioni 77 * 77 ' ^^* P^^ ^" ^^^' 

tore tale, il quale faccia sparire la 9 dal denominatore. Pren- 
diamo un polinomio 

xr ni^^i m— a • ni— 3 w^— 4 . ^^ 

XSU? H-aX H-^J7 -4-CaP ^HheC. 

f^lel grado /t^— i , ove i coefficienti a, &, e, ec. sono indeterminfr* 
' ti , e moltiplicandolo per Q avremo un polinomio del grado 

2/n— 2. L'equazione Xrzo ci dà il valore di ^ , e moltiplican- 
do successivamente per x, e sostituendo sempre nel risultato il 

valore di x otterremo tutte le potenze superiori ad x " fino 

ad j? *" espresse per a: "" e per le potenze inferiori. Posti 
questi valori nel polinomio QY esso si abbasserà al grado 
m^-i; ed i termini, che contengono x si faranno sparire con 
porre eguali a zero i coefficienti di essi . Avremo così /ti— i equa- 
zioni del primo grado, dalle quali dedurremo i valori delle 
Juantita indeterminate a, i, e, ec , che sono esse pure m^-i 
i numero; ed il prodotto QFsi ridurrà ad una quantità cogni- 

ta , chiamando la quale K avremo Q^z-p • 

Se sostituiamo questo valore di Q nella equazione in i es- 
sa diventerà / 

RY SY 
e siccome i coefficienti -^ , ^— , ec. non contengono più x nel 

denominatore, potremo servirci del metodo esposto nel n.« 3a. 
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per trorani un limite l più graod^ A%\ maMimo valore di i . I 
poliDoflH] RYy SYf ec. poiraoiio ridursi al grado /i»«— j con la 

so^ituzione in essi dei valori di ^ e delle potenze superiori, 
come abbiamo fatto relativamente al polinomio QY. Questa 
riduzione non è assolutamente necessaria , e possono lasciarsi le 
quantità RY^ SY, ec. quali sono, ma giova eseguirla per ren- 
dere più semplice il calcolo, e per ottenere un limite / più 
prossimo al massimo valore di i . 

35. 

s" 

Se mai si trovasse K^io, ciò indicherebbe che la proposta 
Xszo ha più radici eguali . Infatti siccome il polinomio Qi, in 
cui i coefficienti a, b^ e, ec. sono determinati come sopra, di- 
viene zzK , quando vi ai sostituisce il valore di a; ricavala 
dalla equazione Xzz,o^ cioè quando vi si pone attualmente 
X=io , questo polinomio avrà necessariamente la forma ZX-^K, 
essendo Z mu p#lio<>nio 4Ìel grado in-*a. Quindi se jfiCc:o, esso 
sarà dÌTtsibile pi>r X ^ cioè avrà per ikttori. gli /^ fattori semplici 
della proposta. Ma il polinomio 2^ essendo del grado m— i non 
può al più aitare -che m^^i dà questi fattori; dimque la quanti*- 

tà Q=:--T— avrà per lo meno uno di tali fattori, e quando ciò 

succede, è noto che Tequazione Xsso ha più radici eguali. 

Viceversa se la proposta ha più radici eguali , sarà sempre 
jflTrro . Poiché essendo in generale il polinomio QJT. della ibrma 
ZX'^K , diventerà ^:K , qualunque radice della proposta vi si 
j>onga in luogo di x. Ma se a è una radice multipla della pro- 
posta , essa sostituita in luogo di x rende nulla la quantità Q e 
per conseguenza anche QY; dnnque JTszo. Quindi se la propò- 
sta avrà radici eguali , ne saremo 4ivvertiti dalla equazione 
/Crro, « togliendo con le soBte fregole dalla pveposta i fattori 
eguali applicheremo i metodi precedenti alla equazione di un 
grado inferiore , che ne risulterà , sicuri di non trovare per rap- 
porto a qiiestii 'Xz30^ 

AbbiattTD rappozto, che per eliminare la d? da Q ■sia, neces- 
sario .moltiplicarla per un ^linomio Y del grado m"^! ; ciò è 
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▼ero in generale, ma si danno alcuni casi, nei quali basta, assu- 
mere per Y un polinomio di un grado inferiore ad m— i • Sia 
data per esempio l'equazione 

a:*-*-3j?»-4-3jp— i=:o ; 
avremo Q=3a7*-»-6ap-i-3. Prendiamo per Y il binomio x-i-a, e 
moltiplicando per questa la quantità Q otterremo 

Qr=3a:»-|.(6-4.3a)jF«-4-(3-^.6tf)j7-4-3a , 
e ponendovi in luogo di x^ il suo valore — 3x'— 3j?-t-i 

Qr=(3a— 3)a:«-|.(6a— 6)a?-|.3a-H3 . 
Ora se da questo prodotto facciamo sparire il coefficiente di x* 
ponendo a=i » svanirà egualmente il coefficiente di x, e K sa* 
rà=6. 

In questi casi, nei quali si ottiene l'intento con prendere 
per Y XX» polinomio di un grado minore di /n— -i , saremmo mol« 
to imbarazzati, se giusta il metodo generale lo assumessimo del 
grado m— I . Nell'esempio ptecedente facciamo jr=:x'-i-a«-i-&, 
ed avremo 

Qr=3jp*H-{6-i.3a)ar»^3H-6tf-H3A)x«-H(3a-*-6A)jp-4-?ii. 
Ma la proposta ci dà «»=:— 3jp*— 3x-*-i, 3f*=3— Sjf*— 3«*-4-x 
r:6:i7'-i-icx— 3; dunque sostituiti questi valori sarà 

. Qjr=(3— 3aH-3^)Ar>^ia— 6iM-6&)ar-|.3a-»-3fr— 3 . 
Perchè sparisca la x da questo prodotto , conviene determinare 
a t b dalle due equazioni 

a— a«4-i=o ; 
ma queste non possono insieme sussistere , almeno finché si ri* 
guardano a eb come quantità finite • 

Facciamo a:=— , &:=— , e quell'equazioni diventeranno 

ac— ^'-fi'iro , 
le quali ci danno c=:o, e V^a! . Sostituiti questi valori la quan- 

tità K si troverà =: —3, che a motivo di czzo riescirà tnfioi- 

c 

ta, e perciò inutile al nostro intento. Ma la pia leggiera rifles- 
sione basterà per togliere questo inconveniente, e per farci rico- 
noscere che otterremo un valore soddisfaciente di K. adoprando 
un molti plicator del prìmo< grado. Infatti siccome abbiamo tro- 

vato QYzz 3, sarà ^QF=6a'— 3c=r6a', perchè c=o, e quc- 
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sto valore nrà finito» se ad ci ^ che è una quantità incLetermina- 
ta, daremo un valore finito; ed ò evidente che avremmo trova- 
to questo valore per K , se invece di moltiplicare Q per 

»■-«-— x-f-— l'avessimo moltiplicata per cxx^-k — x-t— l j cioè 

pera'x-4-i'. Nella istessa maniera, ogniqualvolta si troverà K 
infinita, potrà senza un nuovo calcolo determinarsi il fattore di 
un grado inferiore ad m— i , il quale darà un valore soddisfa- 
eiente di K . Ma sarà più semplice di prendere in ogni caso il 

moltiplicatore Y della forma ax "* -4-&J7 «i-cx H-ec. iqi 
luogo dell'altro assunto di sopra » che aveva l'unità per coe£El« 

ciente del primo termine x , poiché, quando questo fattore 
dovrà essere di un grado inferiore» troveremo alcuni dei primi 
termini a, &, e, ec. eguali a zero. Rimane uno di questi coeffi* 
cienti indeterminato, e potremo dare ad esso quel valore che ci 
piacerà , e quello che rende il calcolo più semplice , 

37. 

Per dare un etempio del metodo esposto proponghiamoci 
r equazione 

X*— 7Jt-i-7=ro, 
la quale ci dà QrrSx'— 7, i{==3x, 5:=i . Incominciamo dal mol- 
tiplicare la quantità Q pel trinomio Yzzax^^X'^-c , e trove- 
remo 

yi=3ax*-H3Jx*-4-(3c— 7a)ar*— 7^07— 7C . 
Ma la proposta ci dà ar»=:7x— 7 , ed x*=:7a7»— 7*; dunque soiti-- 
tuendo questi valori dì x^ ed x^ avremo 

Q y==( ì 4^-t-3c)x • -h( 1 4^—2 1 a)x^2 i i— 7C. 
Adesso ponghiamo 

i4a-i-3c=o 
146— Aiar=o 
jfiCzi— aii— 7C, 

e ne dedurremo i=— a, c::z^^a, ^=>?« ; e siccome a è in 

nostro arbìtrio, per evitare le frazioni faremo a=6, ed avremo 
fc=(),c=— z8, KzzT, ed r=6x« ^ar—aS . Moltiplichiamo Y 
per Rzzòx , e ponendovi poi in luogo di x* il suo valore avre- 
Tom. III. ai 
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ino RYzna^x^'^^X'^izó 9 in modo che i coefficienti dell'equa- 
zione in i aaranno 

^ ' — ^ — • . 

Coni^iene adesso cercare i limiti più grandi e più picooli 
dei valori di x tanto positivi che negativi. Primieramente per 
trovareil lìmite più grande della massima radice positiva della 
proposta bisogna cercare qael numero ^ che preso per x rende 
positive le quantità 

«••^7a?-f»7 , 3a:*— 7 , 6x , 
e sicconrie si vede che xzz2 è il più piccolo numero intero, che 
soddisfaccia a queste condizioni , questo numero 2 è un limite 
maggiore delb radici positive. Ma affine di ottenere per / un va- 
lore più piccolo, tornerà conto di cercare un numero fratto più 
piccolo di 2y ed insieme maggiore delle radici positive. Si pren- 
derà perciò un numero a piacere, per esempio la, e si porrà 

xzz — ; le tre precedenti quantità diventeranno 

f»— 1008^-4-12096, 5^*— 1008 , 6/, 
e come abbiamo veduto riesciranno positive, se prendiamo 
tzzuJ^: ma conviene osservare se lo stesso ottener si può con por- 
re /!=: ad un numero il più che sia possibile minore di 24* ^^ 

ai 7 
trova che soddisfa il valore di tzz2i ; dunque — = -7 ^un limi- 

^ la 4 

te maggiore delle radici positive della proposta • 

Riguardo al limite minore delle medesime radici positive 
si porrà -^ in luogo di x nella quantità «*— 7«-i-7 , e moltipli- 

cata per x^ diventerà x^^x^m — , e si cercherà quel numero 

che, preso per x rende positive le quantità 

X :r»— a?»H — So?*— a:v, 6x— 2. 

7 . 
Si vede subito che i soddisfa a queste condizioni ; ma operan- 
do come sopra troveremo che vi si può ancora soddisfare con 

un numero minore cioè j- ; dunque 7- sarà il limite minore 

delle radici positive. 

Nella equazione proposta x^— 7x-4-7=o cangiamo i segni 



\ 
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rlei termini in posto pari , e la risultante equazione jp*-7j^7Izo 
avrà le sue radici positive eguali alle negative della proposta 
prese positivamente. Ripetiamo in questa le medesime opera- 
zioni , e troveremo il limite maggiore delle sue radici positive 

essere 3 — , ed il limite minore 3, il quale è così prossimo 

alle radici , che non potrebbe accrescersi facendo arzz — . Per* 

tanto le radici positive della proposta cadono tra i numeri -~ e 

-j , e le negative tra i numeri —3 e — -Z. • 
Ripigliamo le quantità 

7 ~' 7 ' 

e sostituendovi in luogo di x il numero ~- nei termini positivi , 

• 7 • aa 

ed il numero -f nei negativi avremo i due resultati — — , e 

4 7 

*— — . Posta — « in luogo di x quelle quantità diventano 

a^rr^— 4ax— ia6 6:r>«-9j>— a8 

- 9 — — — y 

^ ^ ..37 

e sostituendovi 3 in luogo di x nei termini positivi , e — nei 

termini negativi ci danno — -j-» e — ^. Di tutti ì resultati ot- 
tenuti il massimo negativo è -— — ; dunque avremo 

, aa ag 

/r: — -4-1=-^ . 

7 7 

Se in grazia della riflessione fatta al n.^ 3a. porremo i ne- 

gativa, cioè cangeremo i segni della quantità ^ ^ — , 

e ripeteremo su di essa così cangiata le precedenti operazioni , 
otterremo per l un valore più grande; onde converrà attenersi 

a quello trovato di sopra. Avremo adunque As:yi=-2-, e que- 
sto valore sarà più piccolo della minima differenza tra le radici 
della equazione proposta. 



OPUSCOLO III. 

DELÙ EQUAZIONI A DIFFERENZE PARZIALI 

FINITE ED INFINITESIME . 



xNel Capitolo Vili, del Calcolo Integrale ho trattato dell'equa- 
noni y che contengono i difFerenziali parziali , e nel Capitolo X. 
di quelle, che comprendono le differenze parziali finite. In 
quest'Opuscolo prendo a considerare un'altra classe di equazio^ 
ni, le quali contengono insieme le differenze parziali e finite ed 
infinitesime, cioè, se js è una funzione delle Tariabili jr, j, < ec« 
r equazioni lineari tra la funzione je e le sue differenze finite 
prese relativamente ad alcune delle variabili Xy y, f, ec, ed i 
differenziali della medesima funzione presi per rapporto al rima- 
nente delle variabili x^y^ty ec. Il gran Geometra Laplace 
sembrami essere il solo, cbe abbia dato l'integrale di alcuna di 
quest'equazioni, applicando ad esse il suo ingegnosissimo me-* 
todo AeXie funzioni generatrici nel volume dell'Accademia delle 
Scienze di Parigi dell'anno 1779* L'integrazione di quest'equa- 
zioni non è un oggetto di pura curiosità , ma è dotata di varj 
usi molto apprezzabili, e da essa dipende la soluzione diretta di 
molti problemi relativi alle serie. La nuovi tà e l'importanza di 
tale argomento mi hanno determinato a prescieglierlo per for- 
mare una parte di questo volume, e ad esporre con qualch' es- 
tensione le ricerche , che ho fatte , per illustrare e promuovere 
Vfuesto ramo d'analisi. 

I. 

Se 2 rappresenta una funziope di ^ ed y, la forma gene- 

rale dell'equazioni lineari a differenze parziali finite ed infini- 
tesime del prim' ordine tra tre variabili x^y^ez è la seguente: 
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ove A^ B, e P «ono funzioni di a: ed y. Noi sapporrerao per 
ora Pr:o, ed ^ e ^ costanti, e per trovare un integrale par* 

ticolare della proposta faremo z :=a , ove ae ^ sono quan- , 

tità costanti, ed e è il numero , che ha per logaritmo iperboli- 
co r unità. Sostituendo questo valore nella proposta e di videa- 

doperà e' otterremo a^zA^B^; la qual' equazione esprìme 
il rapporto, che devono aver tra loro le costanti a e ^ , perchè 

2; ==« e^ soddisfaccia alla proposta . Sarà dunque 

z zziA-^B^e^^ ^ cioè svolta in serie la quantità {A-^B^f 

X «A 

il qual valore si può mettere sotto la forma 

X dy a dy^ . x 

e questo sarà un'integrale particolare della proposta. 

Per dedurne l'integrale completo si osservi che , posto nel- 
la proposta il precedente valore di z , essa diventerà identica . 

Ma o cresca x dell' anità, o si diiFerenzi z per rapporto ad y , 

X j; 

è chiaro che in questa sostituzione si manterrà inalterata la 

quantità e* , e solo si cangeranno i coefficienti e gli esponen- 

' ti della caratteristica d. E siccome /? può esser qualunque, se 

dopo questa sostituzione si porranno tutti i termini dell'equa* 

zione da una parte e dall'altra zero, svaniranno i coefficienti di 

By d ^-^ da P^ 
ciascuna delle quantità e , -^ — , - ' ^ , ce. Quindi se nel 

^ . By 

valore di z si ponesse in luogo di e una funzione qualun- 
que jP.y di y , svanirebbero egualmente i coefficienti di F.y , 

dF.y d^F.y , , , „. ^ . .. By dJ^ 

-j — , "T"» » *^* » ^*^® sarebbero quelli stessi di ^'^ , -^ — » 
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— -y—^ 9 ec. , e l'equazione rieacirebbe identica. Pertanto al- 
la proposta soddisfarà il ralore 

che a motivo della funzione arbitraria F.y ne sarà l'integrale 
completo. 

Abbiamo espressa » per /?; ee imreoe prenderemo il valo- 
re di /? in a , otterremo lo stesso integrale sotto una forma mol- 

to più semplice. Sarà infatti j?z 3 ^ , e quindi 

% rra^e'^^sra^f , il qual valore si può anche esprimer 

ay 

così , z zzBte B^ . — '- ; • "col medesimo raziocinio si 

dy 

proverà, che in luogo di e si può mettere una funzione qua- 
lunque di y . Adunque il eercato integrale sanrà 

dy 
Vedremo chiaramente, che questa seconda forma d'integrale è 

A 

equivalente alla prima, se porremo f-yzze *F.y y poiché sarà 
o sìa etegnite le oinerenzìazìonì di e 
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A 

e sostituito questo valore la seconda espressione di %^ si con- 
vertirà nella prima • 

a. 

Passiamo adesso alla equasione 

àz dz 



*-t-i .4P dy dy 

la quale contenendo di più il termine C— ^-^ 9 ove la z varia 

e per rapporto ad ^ e per rapporto ad y , è del second' ordine. 
Ponendo z e» ^^ avremo l'equazione a=:^-4-JBi?-i-C«^ , dal- 



X 



la quale si ricava ^>^=*~7^ • >Se esprimessimo come sopra il 

valore di a per le potenze dì p, a motivo del denominatore 
I'— C^ avremmo una serie infinita; onde per ottenere. l'integra- 
le in termini finiti conviene in questo caso ricorrere ad altri ar- 
ti fizj. Facciamo C§—izsCf, e sarà ^ssy-t—^, ed 

arr _ ^Zuj V"*"^) ' P****** Ksid-t-^ . PcrUnto 

• e'^^^' ' A ~ ***■") •* , e svolta in sene la quan- 



tità 



(-C) 



ita (--i-B)* sarà 






la qual formola si può mettere sptto la forma 



(-Cf 
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Quindi pei le ragioni addotte di sopra ponendo una funzione ar- 
bitraria di y in luogo di e-^ avremo 

z 

e . 



z^:=JL^{K''fdy'F.y^K'-'^B/^Uy'-r.y...^B-F. 

Sembra a prima vista che questo integrale non sia completo , 
perchè contiene la sola funzione arbitraria F.y , laddove la pro- 
posta essendo del second' ordine richiede due funzioni arbitra* 
iie. Ma è da osservarsi che le integrazioni espresse dal «egno 

jdy y quando saranno completate « introdurranno una nuova 

funzione arbitraria di w. Infatti ali* integrale f^dy^F.y convita 
^^ aggiungere là quantità 

* ^-^ a.3...(/i— 1) 

per renderlo completo; onde se n è variabile ed =ir, Ó^ di- 
venterà una funzione arbitraria di x . Pertanto il segno integra» 

le jdy F.y introdurrà la quantità 

^.x^y<p.(x--i)^^.{x^%)^^.{x^ì)...^ ,^,. 

similmente il segno /*""*</y^"'^ir.y porterà la quantità 



e così in seguito. Quindi l'integrale completo della proposta 
sarà 

21 
Tom. III. aa' 
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y \ /r» B rr* B» jffx— i|[y J?» x^T—1^r— A)\^ ^ 

a^^^mm^m^^ \*'a • • • • • t« • •• • • • • • 

Va. o..,(j>-j) Aa.3...(x— a) K^'^^ ' 

La prima linea del valore di s si può rendere piji concisa; se 
ii pone sotto la forma 

L 



_/'rfjr*(if 'F.y+xJf'-'^^-K :!^ jr*-*5*^...H.B'l^. 



Faéciamo 
ed avremo 

Quindi apparisce y che sarà 

^x^i~' "x dy 
la qual' equazione ci dà (i) 

n — R*» ^ — ^— 
^*-^* • rf/ • 

Per coosegueoza in luogo della prima linea del valore troTato 
. di 2 si potrà soatitnire la quantità 

«V 
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"V.ìe 
Se Ksio , cioè B=.-^AC, ponendo ^^=1 —^-avremo 

o sia più semplicemente 

A questo integrale gìnngeremo subito , se osserriamo clie l'equa- 
zione oczA-^ÈP-^-'Ca^ nel caso di K::zo diventa della forma 
(a— ^)(j--C^):=o onde si deduce o a^zA e fi qnalunque , o 

/J=:-4- ed a qualunqae; e quindi le quantità A^e^^ , ed 

y 

e .0, poste in luogo di z soddisfanno alla proposta. Ma in ve- 

ce di e^ possiamo porre una funKione qualunqae di y , e 
così pure una funzione qnalunque di x in luogo di a ;poi- 

che il valore e •» sostituito nella proposta in luogo di z 

la renderà identica , e perciò posti tutti i termini da una 
parte e dair altra zero » si annulleranno dopo questa sosti- 

tuzione i coefficienti di a e di a a motivo di a qualun- 

que. Ora se invece di a prendiamo ^.x^ e sostituiamo 

y 

e ."^.x in luogo di z , saranno i coefficienti di Y.jr e ^,(x-hi) 

quei medesimi che prima erano di a ed a ^ cioè eguali a 

zero • Pertanto soddisfaranno alla proposta i due valori J^'^f-y , 

y 

ed e .l^.^ di z , e siccome essa è lineare, soddisfarà ancora 

X 
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z^A f.y^k^ .T.j?, e ne sarà T integrale completo , perchè 
comprende le due funzioni arbitrarie f.y e^.or . 

L* equazioni degli ordini superiori si potranno facilmente 

integrare, se, dopo di avervi sostituito a e ^''^. in luogo di ir , 

l'equazione che ne nasce tra a e ^ sarà risolubile in fattori del- 
la forma a— ^p— j^/7=o, o pure a— ^— 9^— ra^sro. Ciascuno Ai 
questi fattori ci darà un valore particolare di 2 , e la somma di 

tutti l'integrale completo della proposta. A render ciò evidente 
consideriamo l'equazione del second' ordine 

dz dz d^z , 

x-i-a x-*-i X dy df djr^ 

la quale posto z rza^e"*'^ qi dà tra a e ^ 1' equazione 

Se il primo membro di questa equazione è risolubile ne' due 
&ttori a^p^^9 > ^*— ^'-^'p > À chiaro che ad essa si potrà dare 
la forma seguente 

Quindi la proposta surà della forma 

ar-f-i f/ 5% 

* jF-*-a"^^a?-i- 1 "^ dy ^ V «-♦. i '^^ x'^ djr f 

dz dz d^z . 

ed À evidente che ad essa soddisfarà reqnaEione 

dz 

X 

cioè integrando (i) 

p 

X ^ . X 

dy 

Nella stessa maniera si proverà» che alla proposta soddisfi l'e- 
quazione 
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dx 

X 

dalla quale similmente si deduce 

% ^ e ^ . =^ . 

dy 
Onde, siecome la proposta è lineare , l'integrale completo della 
medesima sarà 

or «r 

ere F.j, e JF*«j sono due diverse funzioni arbitrarie di j. È fa- 
cile il vedere , che il medesimo discorso si applica a qualunque 
altra equasione di una simile forma • 

Se r equazione in a e j? non è risolubile in fattori raziona* 

li, con i metodi conosciuti potremo esprimere la quantità a in 
una serie ascendente ordinata per le potenze di ^ di questa forma 

a ^zMp -4-/w'|? -^M'p -*-ec, 

€ col medesimo raziocinio usato di sopra ne dedurremo il Talo-^ 

re particolare di z , cioè 



«„=iW ^ H-M' ~L -Hill"- r^ -Kec, 

1 fnx j mx t n%' , fn> 

dy dy dy 

X 



Ma siccome abbiamo tante serie per esprimere a , quanto è il 
grado dell'equazione in a e ^, o sia quanto è l'ordine della e« 
quazione proposta tra z e le sue diiferenze, otterremo altrettan- 

ti valori particolari di « , e la somma di tutti ci darà Tintegra- 

le completo della proposta. ' 

Se per le condizioni del problema le funzioni arbitrarie 
F.y, ec. fossero funzioni intere, le serie in tal caso si termine* 
rebbero, ed avremmo T integrale espresso in un numero finito 
di termini^ Eccettuato questo caso l'integrale ottenuto in tal 
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modo sarà composto d'infiniti termini , e per averlo sotto una 
forma finita converrà ricorrere ad uà altro metodo , che adesso 
sono per esporre . 

5. 

■ 

Sia dunque proposta requazione generale del seGond*oiv 
dine 

dz da d*z 

ar-Ha «-hi x^ dy dy dy^ ' 

ove i coefficienti Ay B^ ec. siano costanti. Se ponghiamo 
z zizF.y , e z ::zF.y , facendo xzzo avremo 

.„ ^dF jy„ T^dF r^»F 
^^=^F.y^^^BF.y^D^^E^^^ . 

Similmente ponendo jczii otterremo 

e sostituendovi il valore di z avremo quellodi «« della forma 
seguente 

o -^ dy dy» -^ dy dy» dy* 

Continuando ad operare nella medesima maniera troveremo il 
valore di z cosi espresso ; 

— 1? ^ i«F d^'^^F 

^x'^o,x^'y'^i,xdy'^%,x'dP^"*'^x^i,x'''^^^^ 

dy 

^o^x^^y^i^x-dP^^.a^-dF-'-^x^x^-T 

dy 

che sarà Thitegrale completo della proposta. 

Rimane a trovarsi il valore dei coefficienti a ,4 , ec; 

o yX' o,ar' ' 

al quale oggetto ponghiamo z rra^e'^^, ed avremo 

F.ysaSj ssae^^ , P.y^x^z^tr^ , e «oitituiti questi valori l'e- 
quazione precedente si cangerà in 
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o,ap j ,ap "^ a, or '^ jr,a? ^ 

• tra a e j9 avrà luogo reqaazione 

(b) a^=Aa^R^Ca^^D^^E§^ . 
Quindi apparisce» che l'equazione (a) si otterrà, se nella quan« 

tità a 8i porrà finché si può il valore di a« ricavato dalla equa- 
2Ìone (6), e nella quantità» che ne risulta » sì sostituirà finche è 
possìbile il medesimo valore di a> » e così in seguito. Ciò posto 
nella equazione (a) mettiamo x-^i in luogo di jp, e4 avremo 

^' o,*-i-i i»;r-i-i '^ a,j?-*-i *^ XfX-^i ^ 

Oyjr-f-i i,ap-*-i*^ a,ar-*-x^ *-f-i,a?-*-i 

Ma il valore dì a si può ottenere in altra maniera, se quel- 
lo di a si moltiplica per a, tr fatto ciò si trova 

o^x i^x ^ a, a? ^ a?— I ,a? "^ 

o ,a? I «a? ^ a, a? ^ x,x r 

Se nel secondo membro di questa equazione si sostituisce il va- 
lore di a^ preso dalla equazione (b), si avrà 

(rf) «^-^'=M-HC|?)(«^^.«^,^^.a^^^^.«^.+ec.r 

Ora » siccome le due equazioni (e) e (d) devono essere identi- 
che, se paragoniamo i coefficienti di a^a§ j a§^ , ec.» avremo 

o,ap-f-i OfX o«x 

a zzAa "^a _-4-A 

i,a?-Hi 1,0? o,ar i,a; 

e generalmente 

(e) /i,a:-f-i /i,a? rt— i,a? n,rr 

per mezzo della qual' equazione otterremo il valore di A su»- 

bito che conosceremo quello di a • 



«-♦-T 
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Se paragoniamo ancora i coefficienti ài fi^ , P 9 §^ > ee 
troveremo 

b =Ba 

ly a:-Hi I y X o ^x 

b ' zuBa -^Da -^Ea 

^^««4-1 ^fX lyX OyX 

e generalmente 

b zizBa -^Da , _-+-£a ^ ^ . 

/lyOr-f-I II,» 11—1,37 /l— 2,47 

Ponghiamo in quest'equazioni il valore di b ricavato dalla 

equazione (e), ed avremo 

a z:zAa ^^Ba ^ 

o,jr-Ha o^x-4-1 OfX 

a zTiAa -^Ba, -4-Ca ,-*--Dtf _ 



^' /i,««Ha /»,J?-f-i «,a; n-i,jr-»-i /*-i,x ii-a,r 

le quali tre equazioni sono tutte comprese nella terza, come 
apparisce dall' osservai'e che a è zero, quando 1» è un nu<* 

mero negativo * 

Pertanto l'integrazione della proposta equazione a di£Feren- 
ze fluite e infinitesime è ridotta alla integrpzione della equazio- 
ne (f) a differenze puramente finite , alla quale si potranno ap- 
plicare i metodi conosciuti. Le funzioni arbitrarie a » ^ ,f 
* , »,o' n,i 

che porterà l' integrazione dell' equazione (f) sono tali nel caso 
nostro, che a è sempre =0 qualunque sia 71, ed a ò 

sempre =0 eccettuato il solo caso di n=o, nel quale è =:ì ; le 
fufizioni a , a son date dall'equazioni 

O , X J , X 

a J^Aa ^Ba ^ • 

o,J7-fr«a o,4P-i-i o,ap 

a ^zAa -»-fia H-Ca -^Da 

i,:r-Ha i,ar-f-i i ,x^ o,:r-f-i O9X 

Del resto per trovare i coefficienti a Jb , ec. si* possono u* 

O , X O , X 

«are altri metodi, e a quest'oggetto si consulti una eccellente 
Memoria del sommo Geometra Lagrange sulla integrazione dell* 
equazioni a differenze finite inserita tra quelle dell' Accademia 
di Berlino delfanno 1775. Solo si osservi che questi metodi » 
dei quali si trova un piccolo saggio al n.* 186. del Tomo IL» 
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JioMono alquanto semplicizxarsi per la riflessione, che abbiamo 
atta di sopra, cioi che il valore dì b è nqto in generale, su- 
bito che si conosce quello di a . Ma noi non ci tratterremo 

per ora sopra di ciò, perchè abbiamo ottenuto 1* intento, quan- . 
do abbiamo fatta dipendere la soluzione del nuovo problema 
propostoci da quella di un altro problema, che è già stato dai 
Geometri risoluto. 

6. 

Il metodo precedente non può adoprarsi , quando nella prò» 
posta manca il termine z . Per trovare l'integrale in tal ca^ 

so mettiamo l'equazione data sotto la forma 

dz dsL d^z 

ap-*-i dy X dy dy^ 

e facciamo z =6 ^.V , essendo m una quantità costante. So- 
stituita questa valore la proposta diventerà 

d%' 
{i^Am)z'^^^^A-^=(B^an^Dm-)z'^ 

dz' d^z' 

Ora potremo togliere il primo termine con fare i-^Am^zo , cioè 
i»ss— -j , ed avremo 

dz' dz' d^z* 

ove aaià ff=?, — ^-h— , C'=£-i£ , Z>'=^. Pongliia- 

A A* A» A A» ' A ^ 

mo ìi^ =/ dy z" , ed otterremo 

X "^ '' X 

dz" d^z" 



dP-f-i X dy dy 



Per integrare questa equazione facciamo z'^ ^a^e^^ ,eà 
Tom. III. a3 ' 



avre- 
te 
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ino a=B'^C^^D'fi^ , e quindi a^^si^jB'H-C'^-Hl?'^»)*, laqual 
qaautità svolta secondo le potenze di fi ci darà una formula 
della forma seguente 

o , X i ,x^ a , X "^ nx , a? ^ 

Di qui usando i precedenti ragionamenti dedurremo il valore 
di z" così espresso; 

,, j. dF d^F , d^F 

X o,x ^ i,d? ày 2,x dy^ aa?,ar ax 

dV .«" , sarà 

dF d^F d^F 



ap,x -^ jT-f-i,* tfjr j?-«-a,x <fya axjX , « 



i,x-' \-^ o,x ij^r ^ \^ o,a? "^ i,x a,a7/^ ^ 



►' Vj>.r a?— a 

I . g^ ^ -4- . , .<» • • • • -4-d ■/• 



,(aF— i) o,a? a.ò.,.(j>— a) 

' . . - my — -j 

e se questo valore si moltiplicheri per e =:e > si otterrà 

r integrale completo della proposta, perchè contiene le due fan- 
EÌòni arbitrarie F y e f.x . 

Nel caso di >4=:o il valore di z si troverà di una forma 

X 

simile a quella di s" , e siccome non comprenderà che una fun- 

zione arbitraria y sarà un integrale particolare. Nò si vede, come 
in tal caso possa esprimersi in termini finiti l'integrale comple- 
to della proposta. 
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Pasuamo air equazione del ters* ordine 

dz dz 

rr-4*'3 a?i*-a dy x-f-i ^ dy 

d^z dz d^z d»z 

Se pongbiamo z zra^e^-' , avremo tra a e fi Tequazione 

Sontttaendo nella quantità a , finché «i jpuò, il valore di a* 
ricavato dalla equazione (a), e neila quantità- chb nie risulta po- 
nendo, finché è possibile^ il medesimo valore di «* ^ e cosi in 

seguito y giungeremo ff svilup{>are il valore di a in una formo- 
la della forma 



o,a? i,a: '^ a, re ^— a,* '^ 



«— a 



0,X lyX Sk^iV ^ X'—'lfX ^ 



o,x i,x ^ a,* '^ ^,ap ^ * 

e col ragionamento usato di sopra dimostreremo l'integrale 
completo della proposta essere 

dF d^F " rf^^V 

X O9X -^ i,x dy 2fX dy^ x— a',^? , j: — a 

.or 

0,x -^ i^x djr a,ar iiya or— i ,x , x— i 

djr 

on àP' d»F' d^F' 

0,0: -^ i,ar ajr a,jp df^-a x,x , x 

ove JF.y, JP.y, JP'.y sono tre funzioni arbitrarie di j, cioè 

^y=«a ' ^•3'=*i * ^'o^=*o • 

Per detemiinare i coefficienti a , ( .e .nel 

valore . di a pongbiamo xh-i in luogo di 'x, ed avremo 
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0,07-1-1 1, 07-4-1 *^ a,a:-+-i ^ 3, ap-4-i *^ 

0,07-1-1 i,o;.4-i *^ a, 07-1-1 *^ 3,a;-i-i ^ 

0,aP-*-l 1,07-4-1*^ 2,07-1-1^ 3,o:-4-i^ 

Ma in ultra forma ancora otterremo a^"^' , se moltiplicheremo 

07 A 

a per a, e poi in luogo di a vi porremo il suo valore dedotto 
dalia equazione (a); e fatto ciò avremo' 

-*-%*•« ■*^i,»«^ -^a.x«^' •+*3.*-«^* -^- ~ 



Se adesso in questi due valori di a , i quali devono essere 

identici, si paragonano i coefficienti di a^ , a^§ , a^§^ > ®c. ^ 
si troverà 

, 07-«-l O , 07 . 0,0? 

a :^Aa^ -^Ba^ -4-4^ _ 

1 , X-Hl I , or O , 07 i , X 

e generalmente 

a =r:/^a •4-jBa -f-4 , 

/} , 07-4-1 n , or n— 1 , 07 n , or 

per mezzo della qual' equazione conosciuto a si avrà su- 

/• , or 

bito & 

/t , or 

Paragonando nelle medesime formole ì coefficienti a ^ a? , 

9>P^ , ec, avremo 

, or-4-i *o , or o , ar 

b z^Ca ^Da -i-c 

1 , or-^i I , or o , or i , or 

b zzCa -^JDa *¥^Ea - h^ 

d , or^i ^ yX i $ X o,x !t , X 



ed in generale 
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nella qaal' equazione se sostituiamo il valore di b trovato 

^ «opra avremo 

e rsa ' — ^a — -Ba — Ca^ _ 

/» , a; /» , ap-i-a n , a;-i-i ««— i ^x-f-i /» , x 

72— I, a? w— a,a: 
^ quindi conosciuto a si avrà anche e . 

Paragoniamo finalmente i coefficienti di p® , |? , p* , ec. , 
• troveremo 

1 , IF-4-I I , j? o , a: 

a , a?-4-J a , ar i , a? o , a? 

e generalmente 

/i,d?H-i n,x **/i— i,a?^ /i— a,» /i— 3,0? 
Si sostituisca in quest'equazioni il valore di c^ ^^^ , ed avrassi 

^' o,«-h3 ^"o,ar-+.a o,a?-Ki o , ar 

^ ' i,a?-|.3 ^^i,«-*.a^ o,x-r-a i,ap.+-i o,x-f-i i,a? o,jp 

(rf) a o=^a H-Ba -nCa -i-iJa, ^_^,-HFa 

^ ^ a,jp-f-3 ^,x-+^ i,«-f-a a,a;-f-i J,a?-*-i a,a? 

i^ar o,ap 






71 , a: TI— i,a? > /»— a,jc /i— o , ar 
le quali equazioni sono tutte comprese nella (e) , giacihè a^ ^ 

i no quando n è negativa . 

La ricerca pertanto di a dipende dalla integrazione 

dell'equazione (e) a differenze finite. Equi si osservi, che le 
funzioni arbitrarie a , a ,.«««»!« q^*^* porterà 

questa integrazione sono date in modo , che a^ ^ ed a^ ^ »o-- 
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no sempre e^cuali a zero; a è =ri nel solo ca90 di /irso , 



negli altti. è senvpre zzo . Le fuxìzioni a . , a ^ 9 ^ so- 

no date dall' epilazioni (5), (e), (d)^ le quali essendo a diiSeren- 

ze finite tra due sole variabili non presentano alcuoa difficoltà 

per la loro* ìtrtpgrazione . Ad oggetto di conoscere altri metodi 

per determinare a si consulti la lodata Memoria di Lo- 

'^ n ^ X 

grange. 

8. 

Se manca il termine z ^ , l'equazione precedente petrà 

mettersi sotto la forma 

dz dz d^z 

x-f-a dy Jt-Hl dy dy^ x 

dz d^z d^z 

^F~^ ^ G ^ ^H ^ . 

dy dy* dyy 

y 

Ponghi amo z k=e .js' , ed avremo 

dz' dz' . rf»i8' 

rf«' rf«z' d»i' 

ove B'=:?-£.*iL.C'=£-^.i7=^. 

^ ^» ^' ^ ^» A 

^ >*»"^^' A*' A A*''*' A* ' 

^ ^» A 

Se adesso facciamo «' sca^e'^^, avremo^a <h« ^* l'èqua- 
zione 

Mediante questa equazione* seavolgaremo li^ quantità-^^ ÌB< una 
formola della fórma 
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izr •••"^*-i.«-'^*.«"''-"^^~».*'"^" 



otterremo l'integrale della proposta cori espresso 

„ dF d^F é^^F 

<r^ T 4r* */ 4^ «• Voi» 



«' = 



x^iyX ^ x^xdy af-f-i ,ap rfj-» aa7-a,a7 x— i 



•a?-! , x-i «n, t /«ar-a , :r-a 






ove si determinerauno i coefficienti a e b col meto« 

n f X n j X k 

do esposto di sopra • 

Qaesto integrale non «em'bra -conipleto^ perchè contiene 
due sole funzioni arbitrarie F.y ed F'.y; ma è da notarsi che i 
segni integrali introdurranno un* altra funzione arbitraria di x^ 
e si dovrà aggi ungere «1 valore precedente di z' la foxniola se- 
guente 

T— a T— 3 

Delle funzioni / ,/ , ec. una sola dev'essere arbitra- 

^ i f X a, 9 

ria, e per determinare le altre si sostituirà nella equazione data 

la forinola antecedente in luògo di 2' , e dal paragone dei di- 



versi termisià ei-dedunrà la xelazione, che deve «ver luogo tra le 
medesime funzioni. 

9- 

Per illustrare con un eseoppio le diverse operazioni 9 che 
lichiedeil metodo esposto nel num.'' antecedente, prendianio a 
eonsiderare l'equazione 
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la quale posto z =0 .z' » e jB'=-j , ^'=-7 si cangia Del- 
la seguente 

djr x-^i X 

Se facciamo si =a «"•''^ , avremo tra a e jf T equazione 

jr» E 

mediante la quale svolgeremo la quantità « in una formola 
della forma seguente 

a ,a a .a a .a 
- — • ■ — .4. ec. 



» b » 

^^^1 "*"^ •♦•^ •^*^- 

PoDghìamo in questa formola x-^i in luogo di x» ed avremo 

a ^' ,a a .a a .a 
«^^' = — ' K K — 2 nec. 

, ^ ^ r- , ^ 

o,x-Hi r,a:-4-i a,jp-i-i 

•4- ec. 



Per ottenere un altro valore di a moltiplichiamo quello di 

X 

9. per a , e sarà 

dP-f-J o , 2( r , jT a • j* 

f' /?*-* |j^^ . 

^ M» h .ah .a 

o , a? e , ap a , x , 



>' 
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JSfa .J? 
• le in laogo di «'si ap«timiM^ il «do talóie'-^^ *^» 

Ifa .a' Va .« 'Wa- .a 
' • Eà . . Éa É^é 

.4. ! ,4, ^ ■ «^ ec. 

' I li ..i /T P 

Questo valore di a*"*"' dovendo essere identico col primo tro- 
vato, aTremo dal paragone dei termini simili 

b ±iE'a • - ^ 

cioè conosciuto a sarà & trJS'a^ ^ , . Sarà inoltro 

o^x-Hi o , or 

JU. ./I,^-H1 «,0? IV^l yX 

e sostituendo il valore dì ^, ,- ^* - ... * 

a zzffa -^E'a ^ , . 

ii,x-4-i - Hi,-» n*-i,rc— 1 

Per integrare questa equazione a differensBé parsiali e finire 
non vi. jè bisogno di ricorrere ai conosciuti metodi generali , pe^- 
,chi. la di. lei' forma ci permette di giùngere assai facilniente 
all'integrale nel modo seguente. Ma prima si osservi la funzio- 
ne a _ esser tale, che a, ^=0, a^ aStd..!»» -«0 ^ '« 

n ^ X ^ 9 ^ *>o. d»4 

generalmente a^ zzo eccettuato il caso soltanto di ii:=o • 

in cui è =:i : di che ci persuaderemo £ic^mente dopo una bre- - 

..ve nflelsioné.aul niodo/^'n«xui dalla eqtiazione a»::-*-^ qL 
. . * ^ P p 

si deduce il vftloyd^di a^. Ciò p<»8t0 fkcitS'àmba sJS'^.^r 

sarà . , ,.'.., 

■ 

c se 

0,X«HX O ,X 






ove il segno integrale S,M riferisce nHa VArìabile.^y e sostituen- 
do nel seooa4« aiembm iL i^alore di^ dedotto dalla 

medesima equazione 9 oi^ ^r^Sc • ^ , e così in seguito 
giungeremo ad avere e ^ = ^ •<?-. «. ^ * ^^* 

e r= S .e ' • e posto^'i*-»-! in luogo di ar , 

{? r= 21 .e 4« onde si ricava 

e = ^^—^'^^(c -e ) • Ma poich* 

« 

<^^ ^^w"^^ =o > avremo e ^ ^c — t--2i .o , o na 
o,x-+-i o , a: * o.tX'^yi -^itt • 

Sarà pertanto j, posto x-^n in j^u^o.di x,^ ed in. luogo di e 
il SUO valore •*—i-jii—, ,^ *• ^ - -, 

r A . o . . . n 



Per determinare la funripne arbitrarià^^*a facciamo xssn^^i » ed 

otterremo 4^.(/m-i)=: a ; ma a è r:o fuor- 

che nel solo caso di ii=o , perciò sarà ^.n^o eccettuato il casa 



¥ 
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T 

il nssiy in etti è ^.i=-g;\ ]>unq«* avr<A|Bo inal^ieiite 



a 






• BÌccome b ziE'a . aarà 

'*»* . a • o . . • /> 

E ponecdp 9f|0«fi Talari in quello di ^ ttM«rremp nel caso di 

s pari 

.j^5^,.(x~3)(y--jyx.3^».3j,y 

y 1 * 






^y 






^^.£' * .. fì^y » rfy « F.y 



T X " X 

a /«a . a 



e n<l. caaa .di «.dispari 
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ir— -3 X'^ì r-i-i 

Z =^ A *• J J J 



* - x-x 









Rimane adesso a determìuare le fanaioni / . ^ ,/ , ec. 

nella quantità 

«—a «-*3 V . 

i^..<>...(x— aj-'i , « a.3...|«^— ;5)^a, a? " /•'ap-.a,* -'««— i ,«• 
che conviene aggiungere al valore di is' , perchè diventi com- 

pleto l'integrale della proposta. A quett' oggetto si iostitaisca 
quella quantità in luogo di z^ nella equazione 



*-r-_«r«r ^^y 



djr "x^i^ df . 

ed avrassi 

^■"a.5...(a>i/'>«^a'*'a.3...(;r-a/a,a>^»'*'a.8...(x.5r*» 
a 3...(i»-i)r '>^"^' a 3...(af*af a,ar-4-i a.S.,.(x.s/S,r-<-i 

a-3.,.(a:-a)r I,* '**a.3...(jp-3/a, 
e quindi sarà * 

-^«•x-f-a •'n,«-*-i •'n^i,» 
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FoDfihiaino / srB^*^*'*^^ , ti, avremo 

«ioè ^ =£'Sd^_ f ovt il segno integrale S si riferi- 



8ce alla variabile x. Di qoì si ricava 
# =aB''*^'s'*^'.d> . cioè 

^ ^zE^^^'^U , e 

^n^x-^iT^ ^i,x-^i * 



<« s=B'"^*E^*"> , e perciò 



Ixi/» 



perchè sia completo , conviene aggiungere la formola 

\ » ^ ' i»-i a a-a A.3...(n— i) i/ 

**■ ^i , «-4-a"^i , «^i'^ ' ^""q"* «Tremo 

e quindi ponendo jp— a in luogo di x • 

^hyX^ \ [x^^n^^i )f jp^»w— a). . . (y— j 



• • • 






/ =fi^*"*** JB'*'** . Laonde al valore piecedente df 

m , perchè sia completo y conviene aggiungere la qnantitil 
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a.3..(««-4) l »^ •' » a ij 



la qual forinola contiene la {unaione arbitraria Y . 

IO. 

Merita particolare attenaione il caso, in cui oltre il termW 
ne « 9 mancano nella proposta gli altri due termini a e 

dz 

— • L' equaBione diventa allora della forma 

dz d^z dz d^z d^M 



X— I 



jr-*-i djr dy^ x dy dy^ dy^ 

Per trovarne V integrale si ponga z r=e ^ .t^ , e presa m in 

modo , che ^ia i^Am-^Bn^inò , cioè che sia m ana radice del«^ 
la equazione l'-^At^Bf^zso la proposta diventerà 

***' ^•«'-.-^ ^«' ^•*' ^'«^ 



U:=iD'^%Em^^Fm'' , E^^sJS-^-SFm . Si faccia adesso 
izj' -fdf.z'' . ed avrassi 

dz'' _^ 4Lz" #•«'' a»^'' 

Se di nuovo ponghianio ìk" zne^^ *2f^' , e prendiamo /i in mo* 
do, che sia A'^Bn^io , avremo 



dr * ^/ ^O'* 4r' ' 



' 
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ove C"= g , 17';=—: — g ^.» 

JB"=^^^.F'=^. Si oMervi, che nella equazione 

J'-^-Bnzro mettendo il Taloiie di A* abbiamo j4'^%Bm^Ba=so ; 
ora se chiamiamo W l'altra radice della equ^ione 

i^At-^Bt^^so, sarà i»-4-m'=-— j^, e quindi -Hn«-»m'<4>am-4-ii=o, 

doè nzzut-^^nt. 

Si faccia adesso s''' :=a^e'^^ , ed avrassi 

«E=:-^<4-27'-Hf |7-hF'^V il^q^al valore i^alsato alla potenaa s 

ci darà 

a m 

*r ij**^' ^'■^ osp,«» ^ 

e di qui dmarremo 

n segno integrale / 'dy F.y introdurrà in questo ialoie una 
funsìone arbitraria di x^ ed uii*altra tue pertecà nel valore di 

s' il segno integrale jày^^^' ; onde avrassi il Valòro com- 

d? JX-* ■ • 

pleto di z con^tre funsioai arbitrarie , come meglio si vedfà 

nell' esempio seguente 

II. 

Sia proposta l^equaaiooe 

dz d*z 

9>¥^\ «7 dj^ X 

Se ponghiamo « 5=c ^««^ t «' ^^dy^ .J' , 

»"=«'** ""**^y.«'" , otterremo le seguenti trasformate 
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dz'" 

B-^f^r=C^" , 
dy X* 



r ultima delle quali integrata ci di «"* •n^^—fdyF.y ; onde 



avremo 



. z=d^y . ^rrf/(e^"*'""Vrf/i^y) . 



E facile il vedere , che integrando per {Mirti potremo ridar- 
re qaesto valore di z alla forma seguente 

■*fymfdy'F.y^N'f'-Uy"'F.y^.), 
ove I coefficienti Jlf , iV, ec. sono fanzìoni di x. Onde eoo ver- 
rà aggiungere al valore di s le quantità 

Per determinare le funaioni / , /' , ec. sostituiamo Ja 

l fX 1 fX' 

prima delle quantità precedenti nella proposta in luogo di s » 
e riflettendo che l'-^Am^^B/n^z^zo troverem^i 
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2 

ec» 



Qaìndì otterremo 

• sostituendoTÌ il valore di .<4^>— jB(«-w»') aarà 

Facciasi/ =-— ^1--^ , e si avrà 

Da questa ultima equazione si deduce 

ri - ' rJ ^-^f , cioè 



n .X 



9 ^ ■ é fx'J''""^ 



4( = 1 S"~V, _. • quindi 

d = i S".(^ -^ ) . Ma poiché 

^ — ^ =:o, avremo 






e perciò otterremo 

Tom. ///. aS 



( 

J 
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fnaFir^t Ka;-^/»-!] (t-4-/i)(t-»^-^i ) , . . (ir^a) 

Facilmente appatisce che questo valore di / ti cangerà in 
quello ài f , se solamente si muterà m in m\ e Ticeversa 
m' in m: pertanto Y integrale completo della proposta sarà 

z^=e ^—J dy e^ 'JJ dy F.y 



jp— I a>— a 

1 T 



,[T^-H(r^.a)ì'^] 









(«I-m') 

■I «>— a 






12. 



. Dalle cose precedenti apparisce » che i medesimi metodi con- 
durranno sempre-alla integrazione dell'equazioni lineari a diffe- 
renze parziali finite e infinitesime tra tre variabili , qualunque sia 
l'ordine deir equazioni , purché i coefficienti siano costanti . Ma 
se la forma dell' equazióni rimanendo la medesima, i coefficien- 
ti saranno funzioni di x, in tal caso la loro integrazione si può 
ridurre a quella dell'equazioni a differenze finite con i coeffi- 
cienti variabili <Sia data^ per esempio la seguente equazione del 
prim* ordine 
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dz 

xH^i XX ' X dy * 
oTe i coefficienti A e B tono funaiooi date di x. Se pon« 

X se 

ghiaino 4? zrF.y , rìotegntle di questa equazione mediante le 

sottituzioni auccessive^ prenderà la forma 

_ jp, dF d^F é^F 

'jp-^c, x^'^'^i, xdP^^A,xip ^x.xyi • 

Per determinare' le quantità'* a »<*•«.» ^c* tostitoiamo 

O p X M f X 

questo valore nella proposta, e ne ricaveremo. l'equazione 

dF d»F 



j V J àF j d^F ^ 

X OyX -^ Jt I , aptfjr X a I a?rfya 

^ dF ^ d^F 

e quindi avremo ^ 



a 

Oytf-f-l X Q pX 

m ^z^ a -+-JJ a 

lyJI^I-I «I>« JPO»49 

e generaln^ente 

dalla quar equazione perciò dipenderà T integrazione della pro- 
posta» 

Consideriamo adesso l'equazione del seeend' ordine 

z ^A ^^±L=iB z^ ^JL^D —1. 
* dy * * * dy * rfr* 



Ponendo «=0 e z^F.y^ essa ci darà la seguente 

z ^A^lUzBF.y^^ ÌE^D ^:5^ . 
Cosi pure, se si fa x=i , sarà 



I 



tg6 
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d^z dz d^z d^z 

e auindi dedurremo 

la qual'equasiooe rappresenteremo cosi, 

dz d^z 



ove i coefficienti «^ , «'^ sono tali, che 

Facendo adesso xr=:!k otterremo 

dz dz J««^ 

rfxji d«»q ^* d^% d^z 



d^z^ d*z^ d^z d*z d^z 



donde si ricava ^ 

du d*u 

~ a a^^a ^x a dfy* » 
la qual' equazione se si pone sotto la forma 

dz^ d^z.^ d^z» 

Mia la quantità i'H»^t-t-a'^f.^"^t*=:{t-*-aJ't-4»'jt*){i-'JJ) 
zz(i-A^t)(i^A^t){i-A^t), 

Continuando ad operare nella medesima maniera giun^e- 
lemo finalmente alla equaaione 
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(A) •^-«►^•7^-^' T-^ . . . -H.i*-'>— 1=»^ , 
^ ' X X ay X djr^ x ^ x x 

ove 1 coefficienti « , a' ec. sono tali , che 

X X 

e per determinare u abbiamo F equazione 

iu d^u 

Ui :=B u '^C -7- -♦•JD , ■ , 
X'^i XX X dy X dy^ ' 

la qaale possiamo trattare col metodo usato nel numero prebe-» 
dente . 80I0 conviene osserTare^ che Tintegraaione di questa 
non introdurrà una nuova funnone arbitraria u % perche sarà 



u =SB :r:F.y . Infatti V equaasione ci dà 

du d^u 

I co o dy. o dy^ 

o sopm abbiamo posto 

u =B F.y^C ^^D ~ , 

I o -^ ody ody» * 

dunque sarà u ^:F,y. 

Trovato il valore di u potremo nella equazione (A) ri» 

guardar» » carne costante, ed il di lei integrale sarà (Tome 
II. nam. 146.) - 

A^ ^o -^i ^^i 



9» m 

y y y 



^^ -*, ^^ ^ 

••^i,*"*^ J^,x^ ••^3,ar-*^ -Ap,»* 

^er determinare le funzioni / _ « / » ec. sostituiamo 

\ y X A f X 

questo valore di z nella proposta» e troveremo 
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A (A --A \f szCT'b -t-A C -t-D )f 

o^ o te'-'ifX't-i ^ o X o 3f x'-'ifS 

AXA.—AJf ^sCT'b ^A C -t-D )f 

■e generalmonte 

^^rS^n-^x^,».,, x^i ^Hi^-^^n^x-^-^Jf^t , . ' 
L'integrale di questa equazione sarà della forma 

ove P _ è una funnone data di n ed x . e d(_ una fun- 

zione arbitraria di n- e poiché si deve prendere il valore di 
^ da nzzi fino ad a=:x, esso introdurrà nell'integrale 'del- 
la proposta una nuova funsione arbitraria di x • . 

14. • 

Le dae equasioni oontemplate ci fanno conoscere il meto- 
do , che in ogni caso si deve tenere » per ridurre l'integrazione 
di qualunque equazione lineare a difiterenze parziali miste cou 
i coefficienti funzioni di x alla integrazione di una simile equa- 
zione a differenze parziali finite . Se nell'equazioni oltre i ter^ 
mini moltiplicati per z e per le sue differenze vi fosse anche 

un termine P fu'nzione di or, l' integrazione non avrebbe al- 
cuna difficoltà. Sia data per esempio l'equazione 

az 

z ^=A z ^B rr^-i-P , 

ar-*-i X X xdy x ^ 
e ponghiamo che il di lei integrale nel caso di P z^o sia 

zjzzM^ . Facciamo z^^nM -«1 , essendo u funzione di Xf 
XX X ^ m X 

e sostiti; endo questo valore nella proposta avremo 

dM 

^a:^^ ^m -^x^^x^^'x'^^^ x^^^^é 
la quale a motivo di 

dM 



«-HI XX X dy 
ci darà 



. )• 



^ 



_^^a^^b_a^i^ 
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U .=li« u 

XXX 



che è una equazione a diiFerense ordinarie finite. 

Allorché i coefficienti sono costanti, il termine' aggiunto 
potrà anche essere funzione di y. Sia data per esempio T equa- 
zione 



X 



«-HI X djr 

della quale T integrale nel caso di Pszo sia z zzM * FacdaUiO 

X X 

z zzM «4-11 y essendo u funzione di r» ^ sostituendo avremo 

X X 

e quindi per deterBHnare u ottenemo 

che è una equazione differenziale ordinaria. Lo stesso acca- 
dere in tutti gli altri casi • 

iS. 

Ma se il termine aggiunto sarà insieme funzione éCl dP e di 
y» r integrazione incontrerà molte difficolti. Prendilo a con- 
siderare in primo luogo l'equazione semplicissima 

dz 

ove P è una funzione data ài x tà y . Ponghiamo 

X 

M =:— — • e sostituendo avremo 

x^ . * 
dy 

X"^! X r* 

* x-*-i • a>+»i X ' 

dy dy 

cioè ;^=^. . • quindi AZ^=/*^'rfy**' P, , e 



\ 
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^^^^y'^J dy '.P , ove ho aggionto la funzione ar- 
bitraria F.y, perchò l'integrale S si prende relativamente ad * 
nella ipòtesi di y costante . Sarà pertanto Tincegrale della equa- 
zione proposta 

»— — — -i» ■ ■ ' * • 

dy dy"" 

Troviamo qui per la prima volta introdotta nell* Analisi Ve- 

spressione S/^ dy .P , la quale indica che si deve pren- 
dere l'integrale finito della quantità /*"*'*rfy*'*'*.P . Vedremo 

in seguito in qualcb'esempio» che questa operasione, quando i 
possibile, si eseguisce con le medesime resole , le quali servono 
per conseguire la somma di una semplice funzione di x . Intan- 

to osserveremo , che in generale la formola _5 

può ridarsi ad un integrale defimto. Infatti 

^r^%'^\P=:fdyP^^fdy'P^^J^dy\:.,^fdy«P^^ 
e perciò 

d^Xf^'dy'^'^'p d^^p d^^p rf*-3p 

■ - ^ .^ o I a p 

rf/ dy"-^ dy'^-'' dy^^ "** ''•' 

la qual quantità è rappresentata dalla formola 2— . 



•— I 
— > 



. dy 

purché si prenda questo integrale relativamente ad r da i=o 
fino ad r=x— I . 



i6- 
Data l'equazione più generale 

x-i-i X dy X * 
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ove a è funzione di x^ b fanzione di j, e P funzione di x <: l 



r> facciamo z zzZX , e sostituendo avremo 

aZ^^.Z' . ^^ .Z' =Z' _f-hZ —^^P . 
«-♦•i' «-4-I ' X ' X ^ dy ^ dy ^ 

Ponghiamo 

aZ =rZ 

ar-4-i <a? 

dZ 
IZ =— -f 

ed avremo ancora 

dZ' P 

^- ^ X 

La prima di quest'equazioni integrata ci dà Z =:e ^^^.F.y^ 

Aostituendo il qual valore nella seconda abbiamo F.yszeJ ^^ e 
quindi Z nie^ ^"" *^S'^ . Posto questo valore nella terza ot- 

terremo (j5) Z' s > ■■ < 

* .a: ' 

e perciò T integrale della proposta sarà > 

^/My— 21og.a rf^y 

dy 
^Arfy-21og.a J'^^^''i^^f^Uy''^' P j^-f^^) 

dy 
Se « e £ fossero costanti , sarebbe «^ ^yzs:J^y ^ 
e ^* =:a , ed il valore di z diventerebbe in tal caso 

Tom. III. a6 
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«7- 
Potremo adesso integrare 1* eqoasione dell* ordine n 



ove ^ , jB , . • . JV sono quantità cottantì , e P funzione di 
jp ed y. Ponghiamo 
m z a z ai 



*^^' f±LH^ izz...^jf', «^._, 



e se in questa eqnaaione acciesciamo x dell* unità» o pure la 
diiFerenziamo per rapporto ad y^ avremo le due equazioni 



(a) f±L^A' ±!:±^ff-^S!±...^M'z =X 

PaxagoBÌan» een la própoeta l'eq naiì o n e (fr)--^)*, ovto * è cq> 
stante, ed otterremo 

dX 

f-aX =P 



Quindi ricaveremo 
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ed a motivo di -'^mM'::zN 

Sarà dunque • miA radiee di q[fietta equazione, ed integrando 
Tequasione ^ — a A zzP o^lterremo (j6) 

X =— • ,. — , oye peribrevità tralascio 

a dy 

la f luisioQe arbitraria , |>e£eli^ ti pnò considerare oompresa nel 
segno 2 . Trovati così i valori di ^' , ^ . • • . JMT , ed J[^ si co- 

noscerà T integrale primo della ^foposta 
a z a z ^ a 



z _ 



, /»— I . /i— a , 71—3 • «-W»— I X 

Trattando questa equaaioDe nella medesima maniera, cke 
U profoeu ^' 



rf^\ rf^2 



^ 



V^'-.: — ^tl...^L''« ^ =;r' 



rfy™ rfy^* ''"^'*^* "^ 

e troveremo similmente 

dX' 

essendo «' una radice dalla ^^gnaasmnA 

Ora se questa equazione {Q^) la rooltipItHiiamo per*«'— « , 
avremo 



\ 



20,4 



.»» 



•"V^'«' 



(TIP US CO LO tSL 



iitf'a' 



f_r 



---f'**"' Àf^t^^'^^ r>r-.f'**^3 



^ • • 



fcv-«iir 



=0^ 



cioè sostituendo i valori di A', B\ ec. 



a''*H->4«''*^'H.Ba 



r/l— 2 



'^Ca' . . . -4-JVzzo. 
Questa ultima equazione essendo affatto simile alla equazione 
(Q) , è chiaro che l'equazione (Q*) ha le medesime radici che 
l'equazione (Q), eccettuata quella , che è già stata contempla- 
ta. Posto ciò avremo 

^ ,X t X 

a • ay 

ove a! è una radice della equazione (Q) diversa da « • Ma 






lore avremo 



^P ) ; danque sostituendo questo Vir 






■ I 



4y 

Cosi pure ^ se chiameremo X" il secondo membro dell'inf 



tegrale terzo, ed a!' sarà un'altra radice .della equazione (Q)^ 
otterremo - 



Vrr _ » V a'/ -^ ^^ a? 

.^ — ■■! ' • y I 

X .JC _ sr 



e'sostituendo il valore di X 



dy 



X 



^'.= 



, ^z(^)'x(i)%r*V'*'j-, 



,rf* 



dy 



Quindi facilmente apparisce » che l'integrale finito delU 
proposta sarà 



o p u s o L a m. noi 

ove a ^ a*, . . ,a^ ' sono le n radici della equazione (Q) 
prese in queirordine che più piace. Se tutte queste riddici fpsr 
sero eguali , si renderebbe molto più semplice la iforma deirln- 
tegrale , e sarebbe . • • 

Ma quauda )e radici sono dispguali , è assai più pregevole 
un'altra forma d'integrale composta di vàrie parti, ciascuna 
delle quali non contiene che un solo segno sommatorie S . Ad 
eletto 'di'iìntxacoiaret questa xRMva foi'ìna ripigliamo Tequa» 
Bione 



t^jT V^^-^'hLB- /^^^^ . . . -hJT^ 



dy dy ^' rfj 

ed osserviamo che prendendo in luogo di a le altre radici a! ^ 

a!^ « ec. deHa equazione (Q) avremo gli altri integrali primi 



^z J^^z tf^\ 



j n— 1 ^^'»— ^ j 1— à 37-1-1»— 1 X 

dy ^dy dy 

i^^z JP^^Z 

f -H^a' fiL ^M^z =X"a^ 

rfy . ^y !: ^ . 

ec. 
ove A\\ A^ , ec. J5i' , B^ , ec. ed Jfr ; -^^ > «e. sono 

-\fl? X 

respettivamente i valori di A ^ B\ ec. , ed X » quando a si 
eangia in of , •" , ec. Ora essendo n quest'integrali , potremo 
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col loro mecso eliminai i differenziali f , f-ti-... 

-1 j ifr— a 



4y ''y 

■ , > « faeilméntc si vede che ritnltètà da cpiesta «li- 

minazioiie 9 valore dì z così espresso , 



X Xi X% 

XXX 

m m! I»" 

essendo m ^ m! ^ m" , ec..^«aatità costanti. 

Per determinarle sostituiamo il valore di z nella 

prima dell* equazioni integrali» ed osservando che 

''^xT ^*-x:^ ^ dX 

tsiaX ^P , e Similmente fi:r=a_fZÌ 



'******3v'^ ^^** -x"*** ir— ì'^'''''^ — ^^'^^ ^ ^^^^ ^ seguito, .o^• 
terremo 

'*"~^_ jf l'I— a TV JZ-r^o ,•• , 



' J ' . ' w I . 1 



p dp 

- ^ m ay ^ 

* m" 

. P 



^t*;^ 



• % 



Ora , questa equazione dovendo essere identica , 



avremo 



m 
•nde si deduce 

Se nel valorar frevato dì m ^ostìtuaamo cjMi Ai A ^ B ^ eo. » 
troveremo 



.•nde apparisce clie m è eguale ftl differenziare della quantità 

preso per rapporto ad a, e diviso per €^a. Il valore di m si can- 
gerà in queHi di m' , ìn!\ ec. ^ se dnrteremo a in a' , «"» ec. , 
com'è facile a vedersi , se in luogo di sostituirsi il valore di 
g nella prima dell' equasioni integrali si sostituisoe in 

una delle altre. Se dunque ponghiamo 

dT dT 

avremo vts-37 facendovi /=:«« m'=-r- facendovi trzof, te., 

ut at 

ove a 9 a', ee. sono le radici della equazione 7^o. 
Determinate le quantità «1 ^m' ,ec. sarà il valere di z 

così espresso ; 



f^l^ttà^mmtr^m^^am^tmtt^ 



a ay a mdy 

il quale, posto a^— n-«-i inrece di a.*, dir«ata 



US» OPOBOoiiO m. 

dy a mdy 



"^ • " "" • . < I I ■— — ^^1 m i I» ■■ Il III » ■ 

-4-ec. 
ove ho scritto -^ • ^ in lupgo di ■ i . Z si ^ 






poiché essendo F.y una funzione arbitraria, ti può mettere F.y 
invece ai . ^ • 

Possiamo render più semplice la forma di questo integrale, 
se osserviamo che 



a tfy o, dy 

purché si prenda questo secondo integrale da rzzo fino ad 

r^zx-r-n • Pertanto l'integrale della poposta jiotrà esprimersi 
cosi: 

z - ^^y H- "^^y -t- "^^'y -t- w 

"^ a^rf/ «'*rfy* «"^rf/ 
^ /a-^' a'-'^' a'-^-' X ^'^ 

4y 

ove si deve prendere T integrale S relativamente ad r da r=:o 
fino ad rzix— »• 

< s 

Il valore trovato di z ammette una forma più aemplice, 
quando P è funzione della «ola x o della sola y. Nel pri- 
mo caso è chiaro che sarà 



x^fiHr 



\ 
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-4-eG. 



— I ,— I ^r/-^I 



ote ai noti che 
Infatti se ponghiamo 



troveremo (Tomo li. o.** lao) per w, /»', m , ec. quei m< 
mi valori, che sopra abbiamo a que»te quantità assegnati • Po- 
sta ft=o 21 diventerà =iV, e perciò 



Il I — ' 

— ec.=-5Cr-. 






T ' 

Nd secondo caso la quantità S.a'"''"'^ -r— è egusle ad 

dy dy" . j^*-» 

Ponghiamo questa quantità =:Q , e facilmente vedremo enere 



^R =*q-.Phk»-**"'^' . ^ 



n-l-ip 



l'integrazione della qual' equazione ci darà 



7-71-1-1 

ma poiché Qs=b qtiando P^so, svanirà la funzione arbitracia 



y.«'. Ora' integrando per parti abbiamo 



Tom. in. a? 
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«r dy ày 

= — dAe^fe^^ ) : quindi sarà 

dy \ , «^— n-i-i/ 



Pertanto in luogo dei due termini 



si può scrivere 



Ma salva la generalità si pu* mettere F.y invece dt 

F.y-^' — -~ • * -^ ., -^ ; quindi l'integrale nel caso 

dy '^ 
di P funzione di y sarà 



«*<)r* «'*rfy* «"V 

Se P^ fosse eguale alla somma di due termini , uno dei 

quali fosse funzione della sola jt» e l'altro della sola y,è chiaro 
che il valore di^^^corrìspondente aquestocasoriescirebl^eguale 

alla somma dei valori ottenuti in questo e nel n.* antecedente. 
Del resto i resultati , ai quali siamo giunti in questi due ultimi 
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articoli SODO oenformi a quelli, che si otterrebbero , se secoado 
il metodo del n/ ji al valore di z nel ca$o di P zzo ai ag- 

ginngesse un'altro terrai oe Uy che foste funsione della sola x o 
della sola y, e poi il valore di questo termine u si deducesse 
dalla equazione a differenze ordinarie finite o infinitesime , nel- 
la quale per la sostituzione si cangia la proposta* 

w 

Ripigliamo il valore generale di s , e vediamo quali modi- 

"ficazionì si debbano ad esso applicare nel caso dell'eguaglianza . 
di dne o più' delle radici a , <»' » a" , ec. Ponghiamo essere o la 
differenza tra a ed a' ^ in modo che sia a':i zu i^ o , avremo 

T 11 

e chiamando Ti la quantità ,^ avremo ancora — =z— — =r 

facendo tzza ^ —, s -tst- facendovi t=a'=a-H» . cioè 

m 91 1 

-T^=-i-sr--»-<> — : — -♦^* i-ec.l facendovi <=a. Sostituiti 

ut' q\Tì dt %dt^ / 

questi valori i due termini ~ >^ ■ ■■ ■ diventeranno 

m m 

a ^•^-(r-Hi)t-^^(^)H^»(B)^ec. 

Facendo le medesime sostituzioni nei termini ^— rjZ-i. — —2. » 
^ssi si cangeranno in 



ày" dy' dy* ' df 

« posto F.y in luogo di F.y-t-F.y,tF.y inrece di —F.y diveif- 
èennno 
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^— ^ aF.y i a?(T-f-i) \ — j? aF»y 

j X \ aa / , X 

ay dy 

Queste nuove forme sono poco utili , qttando le radici a ed a' s»- 

no disuguali, perchè invece di un valore finito ci danno una ser 

rie infinita; ma diventano utilissime, allorché le radici a ed o^ 

sono eguali, perchè essendo in tal caso o=:o si riducono all^ 

semplici espressioni 

dt ^* ' Ti 

Quindi nel caso di a^zza l'integrale prenderà la forma 
rd^Ry d^F.y\ i d^F'.y 



f = — I -^ «Hj; ^1-4- ^ 

•^ «37 \ • flT t X f ifX • jV 

a oy oy a ay 



ec. 



^r.— V^-:±iU£q;r *ec.l . £^ 

L \ dt aTif w" J , r 

Essendo , ccftne sopra, a'zza^^ sia kc la differen^ tra «i ed 

é»'', cioè sia a"=:A-4-A:<i , e sarà 

^r-r-i -r-i / V -r-a (r-#-i)(rH-a) -r-3 / ^x . , 
» :=« -(rH-i)»a -4--^ — — ^^ -^^a r.(^)fi»4-ec. 

«j" zza -(r-Hi)*©» -4-' — r-ii 'k^Q^a -(-4')*»«»-t-e#* 



\ ft 



Posto Ta=77— r- sarà ancora— r:^ — . tk— facendovi <=«, 



I i > I /• j • ,. , r 1 r 

"^s=— • "nfT" tacendovi te:a zsìm-i», — ti ss-rn r^ -TSir 

to' (At— i)»a ^ik ' in" *(i^-i)«« 2!» 

facendovi r=a"=:<H-A;0y cio^ 



•».• ■•• - 



-, V . ,,----. __^^..-,/» 
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I _ T .1 

,1 ., 2, 

facepdo in tutte quesf espressioni tt:«. Sostituiti 1 yalon pre-- 
cedenti i tre termini 



— r— I ^#— r— I ^ff— ^-*^ 



a ' "a' a 



»> m' I»" 



diventeranno . 



Così pure i termini 

rfy* rfy* ''y* 

si cangeranoo in - 

in luogo dei quali potremo porre 

«crivendo cioè F.^r » loog» ^^ F.y-^l^y-t-^'y»^-3; "»^«*='» "^^ 
^l.F,yJ^F\y, e F'.y in luogo dì ^F.yH-^i^'-y • Al- 
lorché le tie*radici a, «', «" sono eguali, è «=0; dunque avre- 
mo in tal caso 
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dy f 

Queste nuove forme sono poco utili » qtlando V 
no disuguali, perchè invece dì un valore fin;' 
rie infinita ; ma diventano utilissime, allo .f^ 
sono eguali, perchè essendo in tal c^ ^l^i"^ ' 

semplici espressioni r'^ t ^ 

d— ^ d^ 

."' >¥^- 1 

—X d'F.y il fi 't 

Quindi nel caso di a'- / ^ 

- • 



a 



m" 



P- 



....o^uo alia variabile x. JNel ca»». , ata 

^fégrat» dal sommo Geometra Laplace in una sua irA^^-^'i« 

,alJe mie inserita tra quelle dell' Accademia delle Sci^*<^ ** 

Parigrdell anno 1779, e questo è il solo esempio, che si tr^vi, 

di tali integrazioni . Ponghiamo 

•omnaa del differeaai&le di questa, e della differenaa finiT. dei' 
1. medesima moltiplicata per una costante -« tr^rem," 

/ V. dX 

• essendo data dalla equazione 
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Ora l'equasìone (a) integrata ci dà (iQ 

luindi se cbiamiamo «,«',«", ec. lé radici della equazione 
') , operando -«me aòpra (18) otterFemo 

jn'rfy* 
«serviamo che a motÌTO della funsi oae arbitraria F.y la 
.a^^LZ è «empi* deUa iWrma a" £1:1: infatti , 

o jP.^^-^ -^21 ^y.y, abbiamo 

ay ma oy 

^^ ^'y rf'i^.y.^— 'yj.»-i rf*X(«'V-Vy'^'Pe*^y > 

rfy* m'àf^dy" 

■y" ec* 

L' altro metodo delle interazioni successiTe ci condurreb- ' 
be ad espressioni troppo complicate, eccettuato il caso, in cui 
tutte le radici a, ^\ ec. sono eguali, nel quale si troveTà 

•*.«r * iy' 



I 



*^ • 
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l V arf<» ^ ' •</£ a«' r- / to'" J TT^ 

ay 

Si vede cKìarameste qaal «ati la forma dall'integrale per 

un maggior n amero di radici eguali ; tsoine ptire è evidente che 

nel caso , in cui tutte le radici fossero eguali , sarà 

* «* rfy* "^ rf/ "^ ""^ • • • ^""'^ ^/y* 

I y -— ^— I (#--t.i)(r-t.a)...(r-f.n— i) x—n—r 



Con an metodo «imile «i potrà trovare l'integrale della 
equazione 



dy dy dy 

essendo z e P funzioni di a? ed y^ te la <5aTfitt;|6rtrtnja^-A ap^^ 
partenendo alla variabile ar . Nel caso di Pizo essa è già stata 
integrata dal sommo Geometra LapUèce in una sua Memoria 
snile serie inserita tra quelle dell' Aeeademia delle ScieiMie di 
Parigr dell'anno 1779» e questo è il solo esempio, che si trovi, 
di tali integrazioni . Ponghiamo . . 

ày"" dy^-^ dy"*-^ 

e paragonando con la preposta una eqoazk^e formata dalla 
somma del differenziale di questa, e della differenza finita del-^ 
la medesima moltiplicata per una costante -^ troveremo 

(a) -^-aA^P, 
« essendo data dalla equazione 
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Ora l'equasione (a) integrata ci dà (i6) 

./X ■*• I » ■ ■ *^ l . M . t ■■■■■I» ■■■■Il I I ■ • 

Quindi se cbiamiamo a^a\a^\ te. I» radici della equazione 
{Jj) > operando leoine eòpra (iS) otterremo 

m'dy' 

"*■ f e. 

Adesso Mserriamo che a motÌTO della {Vraiione arbitiaria F.y la 

quantità X.a'^'^^y è sempie deUa forma •"'i-^: infatti , 

dy* dy' 

»« jpongbiamo jFVy=-^-^^ -^/'^t «bbiamo 
Sarà pertanto 

,^^^y rf»#'.y__^_a'ys«-l é'XiiiT^' dy"^' P^'^^ ^ 
dy' m'à'^'dy" 







■^.•a^MMM*** 



Ì*PU 
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Se fo58e data V equazione 

ove a e £ sono costanti , essa potrà trattarsi col.méde^imo meto- 
do ^ o pure ridursi a quella dell'articolo precedente* A questo 
effetto facciamo > ' 

az -i-iz =:— ìM^AJZ^, 
a?-*-i X XX 

^ sostituendo nella seconda il valore di z preso dalla prima ^ 

quazione avremo 

x-^i rr-f-i :i? « ^ xH-i X x^ 

cioè aAf ^z^M , ed aTf^zcf— >^| • Ciò ppsto l'equazione 

«« -i-ijK zZ'-iM éAZ ci darà a^i' ^^ ^^s^bz ,-4-A"«_ 
a?*4-i X XX X'¥'2 X-4-I ar 

=-:aiiKr .AZ ^^i^ *aZ iti*"Ì»f A^Z , e similmente 



a^z Q^Za^bz ^3ai«af -f^»« =aJ»Jf .A^Z ,-HA'ifer A'Z 

^-f-3 Xr»-2 ^-^I X ^-HI J7-KI J? j 

ZZ'-^^M A*Z , e cosi in seguito. Pertanto 1^ proposta diven- 

XX 

terà « 

cioè sarà ridotta alla forma della equazione precedente • 

Pia generalmente proposta una equazione^ in cui il primo 
membro sia una funzione data di x ed y, ed il secondo una fun- 
sione lineare di <«. e delle sue differenze » se posto nel secondo 

xJy . 



membro a €^ in luogo di i; la quantità, che tie risulta, di- 



'*»• 



o p u s e o L o in. %ìj 

▼ha pejf a^e^y è risolubile in fattori del primo giado^ la pro- 
posta n può sempre integrare . Per mostrar ciò con un esempio 
coosideriamo T equazione del second* ordine 

dz dz dz^ 

P=z ^Az ^Bz ^C~'^D-f^^E—^, 
x-««2 ap-Hi X dy dy dy^ 

e ponendo nel secondo membro a t^^ in luogo di z^ , e divi- 
dendo per a e^ otterremo la quantità 

Se questa quantità è risolubile nei due fattori a^p^^, 
«—//— ^'^, è chiaro che ad essa si potrà dare la foirma seguente 

Quindi l'equazione proposta sarà della forma 

dz y ^^x\ 

dz d^z 



'C 



-?■ 



-) 

»/ 



dy dy dy 

Ponghiamo 

dz^ 
(a) Si *^pz ^»-a — ^:^X 

e la proposta diventerà 

la qQale integrata ci daià (i6) 



" 



X 






.=? « 



* j X 

dy 
Trovato X avremo dalla equazione (a) 

z ^sa e * m ' r ^ 



_ _ . • • 

dy 

Tom. III. a8 
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é 

Se p e q sono in ambedue i fattori i medesimi, sostituendo 
nel Yalore di z quello di X avremo 

^ . X 

ày 
Il medesimo metodo riuscirà in tutte T equazioni di una si- 
mile forma ; e nel caso che tutti i fattori a— y— y/? , a— ^'— j'^ , 
ec. siano eguali, otterremo generalmente 

£. 
^ =j ^ * 1 J——L , 

essendo n il numero dei fattori eguali ^ O sia T ordine della 
proposta • 

Fin qui abbiamo considerate T equazioni tra tre Tarìabili 
X ^ y ^ z \ ma i metodi esposti possono applicarsi ali* equa- 
zioni della medesima forma, che comprendono un più gran nu- 
mero di variabili. Proponghiamoci in primo luogo T equazione 
del prim* ordine tra quattro variabili 

d% dz 

z =Az ^B^-^C^, 

x^i -x dy dt 

ove i coefficienti A, JB ^ C sono costanti, la quale contiene le 

diiferenze parziali della funzione z di tre variabili x, y, et, 

X *^ 

finite riguardo alla prima , e infinitesime relativamente alle al* 
tre due. Ponendo z zza^e^^^^ avremo 

X 

(a) cczA-^B^^Cr , 
cioè a=rfli?-4-Cj, se facciamo A'^CY::zCÌf . Quindi sarà 

e sostituito questo valore 

.^ A*r<^-5'. i^^Jy-r' _^,^ ^Jy^' , ^^Jt-^ , 

dy dy dt dt 
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onde osando un ragionamento simile ai precedenti (i) ricave- 
remo 

' \ dy" dy'-'dt dt'^ 

n medetiiDo integrale potrà ottenersi in una forma più 
semplice espresso , se inVece di prendere dalla equasione (a) il 
calore di a sì prenderà quello di /f o di 7 • Infatti* si avrà 

— £ -? It ^ \ 



zza B^a^e J'"*'^^ "" ^f, se in luogo di a e di 7 si pone 

Ba e By . Questa ultima quantità può mettersi sotto la fer- 

ma e .J3 . , porche si prendano i dif- 

ferenziali nella supposizione di Bt^^y costante. Sarà dunque 

X X 

dy 
ove convien ricordarsi, che dobbiamo prendere i differenziali 
della funzione F.(y, nella ipotesi di Bt-^y costante. 

Con un simile ragionamento si troverà, che l'equazione 
del prim* ordine 

dz dz dz ^^fc 

z —Az -».B-f^C — -hU— ?*♦:£— ^ -neo. 
rc-f-i X dy dt fiu dr 

tra un numero qualunque di variabili avrà il suo integrale cosi 

semplicemente espresso 

purché si facciano le differenziazioni nella ipotesi di Bt^^Cy 9 
Bu-^Dy , Br-^^Ey , ec. costanti . 



siK> o p u s c o L o m. 

26. 



lia proposta adesso 1* equazione del second* ordine 

dz dz dz dz^ 

z r^A^J^±^B-f;!!±=Cz^^D^^E ^ . 
a^-^-l dy dt » dy dt 

Ponendo z sa^e'^^'*^ avremo 

X 

Facciamo 

C-*-D?-^E7={AE^BD)0 
e ne dedurremo «=y» ^-zzEd^Bt-^-K , t:zA9^DÌ^^ , ove 

X Jy-^t^e^ Ky^Lt^{Ey—Dt)^(At^By) 

Se per piii semplicità ponghiamo Ey^Dtzizr , At-^Byzsu , 
otterremo 

E siccome in luogo di e. si può sostituire una funzione 

qualunque di r ed u, sarà 

X J i * 



■• • 



du' 



•X , X 



Il segno integrale / dr F.{r,u) porterà la quantità 



r.. . r*-' 



/.(»,«)HV.(a,ae-i)-». -/.(», af-a)...H -l-_^/.(«, i) ; 

a a.3...(dc>— i) 

quindi l'integrale completo della proposta s^rà 
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- —.BD-AE -^ , ^ ' 

La medesima equazione può anche trattarsi con un metodo 
analogo a quello del n.* j3. Prima di tutto osservo, che può 

rendersi assai più semplice, se si pone «^s:^'"^ .z'^f infat* 

ti dopo questa sostituzione dlTenteià 

rfz' dz' 



dy dt 

dz' d^ 

^ ^ ^ dy dt 

Ora essendo le quantità ;q ed q in nostro arbitrio, potremo 
prenderle tali, che ne risulti X'^Ank^Bnszo ^ C-^^Dm^Enszo, 
nel qual caso svanendo i ^efficienti di due termini l'equazio- 
ne sarà 

dy dt dy dt 

Facciamo in questa xzzo, e ponendo s^ zzF.{y9*) avi omo 

dy dt dy dt ' 

se adesso ponghiame xssi , otterremo 

rf/ d»' dz', dz! 

dy dt dy dt 

e quindi sarà 

rf«z' rf»«' rf«i?r' d^g^ d^z' 
A^^ ^%AB^^B^ ^yJt=AD i ^AE^BD) 1 

dy* dydt dt* dy* dydt 

d^z' da du 

^BE Ì=:D-J^-h£;_I»^ . 

dt* dy dt ^ 

Similmente troveremo 



/ 



s.2.2, OPUS COLO III. 

d*z\ d^z\ ' d^z\ d'z\ 

rfjr» dy*dt dydt* dV 

d^z' - rf«z' rf»y 

=A^D—^ ^{siABD^A^E) Ì^{B^D^%ABE) 



dy^ 'dy^dt dydt* 

d^z' du du 

^B^E—±-D^^eI±z=u^ . 
di* dy di 3 

Continuando le medesime operazioni giungeremo finalmente al- 
la trasformata 



dy'' dy'^-'dt ^ dy'^^'dt 

d^z' 



9 



dt 
ove M^ 8i deve determinare dalla equazione 

du du 

u , =D_f +^— f , 

cioè sarà (a 5) 



«=£*^£^iH\ ' 



A* 



purché 8Ì facciano le differenziasi oni nella ipotesi di Ey^Dt 
costante. Nella equazione (a) si potrà riguardare ^ come co- 
ntante, ed avremo il di lei integrale '(Tomo II. n.* 170.) 

f .^ I rX * X 



A" 



facendo le integrazioni nella supposizione di At-^By C08tanre4 
le quali espressioni combinano con l'integrale trovato prece- 
dentemente • 
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Passiamo alla equazione generale del second' ordine 

dai dz dz 

z zi^lAz ^^B^^fTl^C '"*'^ ^Dz ^E^ 
ar-4-a ot-hi 4j dt ^ dy 

dz d^z d^z d^z 

dt ^ a dydt dt* 

Ponendo z =:a ^J'^ e dividendo tutti i termini per 

m^e^'^ avremo tra a, ^ e y T equazione 

(a) a^=Ja^Ba§'hCay^n^E^^Fy'¥'Gp»'^Hp7^Iy^ . 
Se da questa equazione deduciamo i valori di a* , a^ , ec. po- 
nendovi finché è possibile il valore di «^ •ricavato dalla me- 
desima eqpazione, troveremo a^ espresso nella forma seguente 

0,0, jp 1,0, x*^ OfjfX^ si,o,x^ i^i^x^ OA* 

X )-!-«;, ^ •^•-i-a^ .B^yj^^ ,By^^a o .y* ' 

» =«< 0,0, X a,i,x *^ '^ j,a,« *^ 0,0, X 



0,0, « 1,0, ap'^ o,i,x a.OjX*^ ifi,a^ o,a,« 

«,o,«"^ a>-i,r,a7'^ '^j>-a,a,j:', ^ o,x,x'^ 

Quindi col ragionamento più volte usato dedurremo T integrale 
della proposta espresso come segue : 
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^, . dF dF d^F r 

a: 0,0, a? ^^ ' ^ 1,0, a: <;(y 0,1, a? dt a,o,« rfjra^^i,!,^ <(j 

d»F d^F d*F 



0,^3 a? ' </<» 3,0, a? ' £iy» Ayi ,a? * dx^c^^ * * 



af-i,o, ap ' ìf^j a>a,i,a; ' ^»^— ^w/ ' * o,a?— i,a? ' . x-i 
o,a,ar ^^% 3,o,af rf^t a, i,ap dy^dt 

ove jF.(y,^), e 1^.(5^,0 ^^"^ ^^^ funzioni arbitrarie di y e r. 

Per determinare i coefficienti a^ ^ , ec. J ^ ^* èc. pon- 

0,0, as o^Oyd? ' 

ghiamo ar-i-i in luogo di x nel valore di a^, ed avremo 

La a •^•f-0 •T't-tf S^ 

a:-Hi_^ \ o,o,a7-Hi i,o,a>*-i *^ o,i,a?-Hi' a,o,a:-f-i*^ 

0,0,V-|-I lyO^X-^-X^ 0,I,X-HX' a,©,»-*-!"^ 

-hJ SN'tth .y»-*-ec. 

i, i,a7H-i ^'^ o,a,a7-+-i ' 

Ma questo valore di a "^' si può ottenere ancOrit in altra guisa 

se quello di a^ si moltiplica per a, e poi in luogo di a» si sosti-, 
toisce il suo valore ricavato dalla equazione (a) . Sarà dunque 

I CyO^x j,©,**^ ©,!,« a,o,a7*^ 1,1, a?*^' 

o,a,a?^ 3,0,»*^ a,i ,« *^ ' i,a,ap ^^'^ 

(a -4-tf .5 

^{p^E^^Fy^O^^^H^y^ly^ Wa '-i-Vc* 

f o, I ,ap'^ 

Siccome questi due valori di a devono essere identici ^ pa- 
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ragonando insieme i coefficienti dei termini », «i? , ^ ^ <»?* * 
ec. avremo 

0,09JP-4-l O^O^X 0,OfJ? 

/»,o,j:-4-i riiyO^x m— i,o,x /n,o,x 

o,/»,^«4-i 0,7», :r o,n — j,j: o,/»,« 

(eì a zr^a -4--Ba -+-Ca *4-J , 

^ ' myn,:r-4-i m^n^x m-^i^n^x m.n^i^x m,n,x^ 

le quali equazioni si vede esser tutte comprese nella quarta, s^ 



si osserva che a è =so, quando m o n è un numero ne* 

fìi^n yX * 

gativo. 

Similmente paragonando ne' due valori di a i coeffi- 

cienti dei termini /? , y , P* $ Py $ Y^ > ^^* otterremo in gene-* 
rale 1* equazione ^ 

(/) b zzDa ^Ea H-Fa 

^^ m^^^n.x /w-i,/i-i,a? i»,n-a,a:' 
purché si rifletta» che a è =0, quando uno dei numeri 

mone negativo. 

L'equazione (e) ci darà il valore di b subito che sa- 

rà trovato quello di a : sostituendo poi il valore di 

■" m yUy X * 

h nella equazione (f) avremo 

a izAa '^Ba -^Ca 

/w,7i,a?-H2, m^nyXH'i /w-i,»,«-f-i /»,/i-i,a:-i-i 

H-jDa -4-£a -nFa , _ 

m^n^x m-^iyriyX m^n^i^x- 

m'^%^nyX m-i,n— i,ap w,»— a,« 
equazione a differenze finite, l'integrazione della quale ci darà 
il valore di a . Anche indipendentemente da questa 

equazione si ])otrà' trovare con altri metodi il valore di 

a ; sopra di che si può vedere la citata Memoria di 

771 y*ty X 

Lagrange . i6. 

Se sella proposta mancasse il tenuine s , cioè se essa 

fosse della forma 

Tom. III. 29 
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dz dz dz_^ dz 

z 



H-^ _f±i -hB — ^ÌlLt=C« H-l?_f H.JS ' 



ar-4-1 dy dt ^ ,dy dt 

d^z d^z d^z 

H-F fn^ ^^H f, 

dy^ dydt dt^ 

Dea 8i potrebbe adoprare il metodo precedente. In questo caso 

y 

pongKiamo z zze .J , e l'equazione diventerà 

dz' dz' , dz' dii^ 



dy dt » dy dt 

d^z! d^J d^^ 

-4-F t^G^^-^H 



dy^ dydt dt^ 

essendo C'=C-j-H^ , D'=D~, ^--^-f • adesso in 

luogo di t introduciamo la variabile usiAt^-^By , in modo che 
z' diventi funaione di «, y , ed », ed osservando che in Ino- 

dz dz' j dz' 

co di SI deve porre • — =z^ . e 

^ dt ^ du dt du 

di! dz' j dz' dz' dz' 

——■♦-—; — . — = __— -Js--— in laogo di , avremo 

dy du dy dy du dy 

dJ dz' dz' 

^ ' dy « dy du 

' rf««' rf««' rf*«' 

H-F 5h^ f H-H' f , 

dy* dydu du* 



ore E"szAE'—BD', G'^zAG-^^BF, H'=A»H^ABG-*.B'F. 

Si Ùlccì». z' szf dy z" , e 1* equasione |>recedeiite «i oen- 

gerà ia 

dz" dz" 

-^'^,=0''" ^n-JL^-E" — f 

x-^i xf dy du 

rf»a" rf*«" d»z" 

X d^9 X TTt X 



-t-H'. 



dy* dydu du* 



• ♦ • • 
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Ora ponendo «" rs»**^^**^** avremo 

• qa'.,jdi 

•*=-^(C'-».I>'^-HjB"y-».J?P«-t-G'/?y-»-JTr«)* . 

Se svolgiamo questo valore di a nella forma 

^^ ^-•-^, 1*^-»-^^ .•y-»-^^ ^^*-*-^T t*^'''*^o a'^* 
0,0 I5O 0,1 a>P i>* ^>* 

ajt,o aj>-i,i"^ Ojaar 

otterremo ' _ 

X 0,0 V» / j^Q ^^ 0,1 du ^fO ajr* 

d^F d^'^F d^F 

Il segno sommatorie /^rfy . «"* porterà la quantità 

_jr / ^ll ./ ; •♦/,,„ 

a.3...(»-ir ».*.« «...(«-a/ «.*•« ^«,ar,i« 

e per determinare la fanaione / „ „ «i dovrà porre qnesta 

quantità in luogo di z' nella equazione (*) . Fatta la sostituzio- 
ne il parasone dei termini simili ci darà 

Af ^dCf *£"— LfL^-fl'— ^i^ 

df d^f df^ ^ 

'"•'a.ar-i-i •'*,« du du» ■^»»* «'a 

• generalmente 

4f d*f ^ 

Af =C/ ^^E".-l:±-^'~^ 

■'n-i.a? </m •'n— a,a? 

Questa equazione è di "^un genere diverso da quello, che qui sj 
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contempla, poiché la differenza di due variabili n ed « è finito 
e della terza u infinitetima, e della di lei integrazione parlere- 
mo in segoito . 

49- 

Per r integrazione della equazione 

dz dz dz dz 

X-HI dy dt ^ df ot 

d^z d^z^ d^z 

dy^ dydt dt* 

8i può anche usare il metodo seguente, che è generalmente ap- 
plicabile all'equazioni della medesima forma di un ordine più 
eleTato. Facciamo r zztp.fj ,t) , e ponendo nella proposta «=© 

avremo 

^ dy dt ^ r ' dy dt ' 

^^ dy» dydt dt* 1 

Similmente y se facciamo «=1 , otterremo 

(dz^ d% 
Z'^A-y-' -^B -77-1 
a dy dt t 

a dy dt dy 

(dz dz 

dt ~"^\ ^ dy dtì 

(dz d* dx d* 

dy dt 

(dz d« dz <l*^ 

dz dz 



d»(g ^A-r^+B-^sfi 

„ Vi dy dtf, 

^H ^^ . 



OPUSCOLO in. a29 

e se ponghiamo questa equazione sotto la forma 
dz dz d^z d^z rf"« 

^ dy dt dy^ dydt dt^ ^ 

avremo 



i-f-aw-4-a'«-f^''OT2H-a'"/n/i-«-a'''/i«=:(i-»--<4/»-i-Bf»)» , 
du da d^u d'^u d^u 

n i dy dt dy^ dydt dt^ 

Corà pure 9 se nella proposta ponghiamo x:zi%^ ne dedurremo 

^ dy dt dy 

dz^ dz^ . dzr. dz^ 



Ji'i-*-^ 




dydt dt^ 

du du d^u d^u ^*",* 

=Cm ^D—^E—^F 2-hG t^H i, 

^ dy dt dy* dydt dt* 

la quar equazione se si pone sotto la forma 

dzn dzo d^z» d^z^ d^Zm 

^ dy ^ dt^ dy* ^ dydt ^ dt* 
d^Zi. d^z^ d^z^ d*z^ 

^"^ — r -H?'^/ i ^jJ'^// i ^^^'fi ì r=u. i 

rfyi dy*dt dydt* dt' ^ 

sarà la quantità 

=:( i H-am-H»'n-i-a''/n«-Ha "'mn^a^^n*) ( i -4--4m-^jB/i)=:( i -^Am^Bn) • . 
Continuando le medesime operazioni giungeremo finalmente al« 
la trasformata 

^^^ <*•-. rf*« <'*«- tf** 

^ ' X dy dt dy* dydt dt* *' 

ove i coefficienti seno tali , che rendono la quantità 
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mg 

i^^m^n^^m^ -Hi'"in«-i-«"'/i*-Hec.=:(i-*--^m-*-J5/») , 
e per determinare u abbiamo l'equazione 

du du d*u^ d^u^ d^u 

*-Hi X dy di dy^ dydt dt^ 

per meazo della quale col metodo del n.* 25. potremo esprime- 
re u» per la faneione f^*(Yk^)» ^ p^r i diffareaziali di essa reia- 

tivàmente ad j e / • 

Trovata u l'equazione (a) integrata (Tomo II. n.* 170.) 

ci darà 

-^ y 

A ~ 

purché si prendano quest' integrali nella ipotesi di At^^By co- 
stante. Col metodo esposto in quest'articolo si potrà sempre ri- 
durre Tintegrazione di qualunque equazione della forma, che 
abbiamo considerata , alla integrazione di una equazione a diÌ-« 
feienze parziali infinitesime . 

Passiamo adesso a considerare quèirequazioni» nelle qua- 
li la differenza di due variabili :p ed j è finita, e della terza t 
infinitesima. Rappresenti % ^ una funzione di x, j e /» e 

prendiamo in primo luogo a trattare T equazione del prim* or- 
bine 

àz 

rr-Hi.y x^y x,y^\ ^t 

ove i coefficienti sono costanti. Per integrarla facciamo 

z zz»^f ^^ , ed avremo «cr^lH-fl^H^r— ^l'-^-C» , «e pon- 
ghiamo A-^CyszCH , cioè ynJ— -7 • Sarà dunque 
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6 Biccoue :; =ia B-^ a zza p-^ e ^ ' . avremo 

A 



z 

X 



^t£iS 



% 

X 



onde col ragioDamento più volte usato dedurremo T integrale 
completo 

»y V dt ,x ' 

L'utesso integrale può ottenerM espresto in un modo più 
semplice . Ripigliamo l' equanone a^B§-^d , e pooghiama 
B^^ì-^o9, sarà as:— C9(«— i), « quindi bvremo 

B^ 

•ode ricaveremo l'integrale cercato 

-é' (-C)^-^ df^ù!'F .{y,t) 

4>ve A' rappresenta la diflèrensa finita per rapporto ad y» 

Possiamo anche porre a'^:Co9 , ed avremo /7=r-^9(0— i) , m 
col medesimo discorso troveremo 

Consideriamo adesso requasione del second' ordine 



aSa OPUSCOLO III. 

e ^Az ^B-f±lllsCz -fDz ^E-fjl . 

Poaendo z ■=:<:? ^e^ avremo «=: 3^ — sj , e facendo 

i-f-S7r;B9 , e C'—^szK , sarà «rs — ^ „.^ — . Se adesso pon- 
ghiamo^p=s^J?«a, avremo 0^>—-7«9, ed «= ss :-»<>▼• 

L=-j- • Dì nuovo facciamo £7— £>«=:— £l(0'—i) , ed otterremo 

E , BE , . ^_ K-E9{»'-x ) 
m=j9 , p— — ■jjH»*', «a » —7^- — T . Sarà pertanto 

Ma la quantità -_^.^_— , svolto in serie il 

binomio [^— £?(•'— i)]* , diventa 

e questa formola si può mettere sotto la forma 
^y-V . ^/K^^'ye^'^K^-'E '.^4^ ...*£' l^^^ 

dty-' 

ove le caratteristiche A' e S' si riferiscono alla variabile y. Se 



I 

X 
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doiiqae facciamo z eguale a questa ultima quantità , dopo di 

t 
«▼erla moltiplicata per «iZLJ e , e di aver posto in luo- 

go di «''^e una funzione qualunque arbitraria di j e ^^ avre* 
mo l'integrale della proposta. 
Ora si osservi che la formola 

^ ' dt a dt» jX 

dt 

si può ridurre ad una forma assai più concisa. Facciamola in- 
fatti r=Q y ed avremo 

se ^y 

^se,r _j^xdùJF x^i^d^L'^P 

di dt dt^ 

Quindi apparisce, che sarà 

dùJQ 



J7H-I , j ^x,y dt 

Per integrare questa equaarione ponghiamo 

^^^=»^^-'^«''*,^cd avremo a=A^-.i?(/?-.j)y , il qnal valore 

di a diventa a:=zK'-^Eo'^Ey ^ se si fa /?/=•. Dì nuovo pon- 
ghiamo K-^'EyzzEf, ed o:zjf'd\ ed avremo 

«=-JB»(«'-i), fi=-^ , e quindi 

( 4/ 

si pu& mettere sotto la forma 
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{^Effydi!^.r^ . €^Z^jLt. . Pertanto il valore * 
O sari 

e l'integrale della proposta 



^^y ^r*>i? « 



^^i?^ 



d^ 

3a. 



Questa forma d'integrale cessa di essere utile, quando al- 
cuna delle quantità Aj È, D ^ed E è eguale a zero ; e per tro*' 
Vare la forma conveniente bisogna applicare i medesimi artifiìsj 
alla equazione tra a» /?, e j^, che corrisponde a ciascuno dì 
questi casi • Sia primieramente Azzo , e ponendo 

z^ zzaffi^e^ , e poi i-^ByzzBB, e KzsC-^s «▼'•«<> 
* f V /» 

o= ^ f e quindi facendo D^zz — (i?-H£d)0 , otterremo 

P= ^p >a= -^^^ ; onde sarà 

la qua! quantità si può mettere sotto la forma 

ir 

Quindi prendendo una funzione arbitraria di j e ^ in luogo di 
•^ e avremo " 
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Sia in secontfo luogp Bsso , e la 8o»titumone 
z =a'ay^' ci data «=^Ì^^ . Si ponga C^Ej^ÉK 

irf?=-», e sarà r=^^% . 9=-^, ^ «=- • P*cciamo 

adesso ^tr^iEis! , e chiainàndo M la quantità -^ arreino 

il qual valore si paò mettere sotto la forma 
-Elr^V* . (My^ll^'^ll). e perci6 

Nel terzo capo di Dzno ponendo z su» ^^e^ , e poi- 
i^By=B9 , e KizzC-^ — avremo a=r jTuB9 * * q^*"^^ fiwen- 
do Akzf-^BBd otterremo fc— r«^, ed o=s — >,, ■■ , ; ondo sari 

la qual quantità posta sotto la forma 



z 

X 
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ei fa conoscere T int^ale della proposta esecra 

e ^ 

JK «^ ^— — ■ 11-- ■ e • I ■^-^— ^M— ili ■ 1 1 II • 

Sia finalmente E^so, ed avremo tra « , |7 , e y T eqaa- 
lione «= ra~o • Facciamo i-^By^B9, D3^--C» , e chia- 

mando iV la quantità -^ ne dedurremo f^— -g, ^=— -^ , 

<e= '^J "^ . Di naoTO ponendo Ni^Ba'9 otterremo 

o BCa'9 ^^\ N ') . .. 

il qaal valore posto sotto la forma 



^ > 



r— » 



Se E ed A fossero nel medesimo tempo z^o, fermandoci 
ai valori di « e /? in 9 ed avremmo « 
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o ^ e =: U— ! » jtf— i; e ^ ^ donde facilmente $i 

ricava 

Nella stessa maniera si troverà la forma conveniente dell* inte* 
graie, quando due o piji dei coeflEicienti A^B ^ D ed E sono in* 
flieme eguali a zero • 

33. 

Quest'equazioni y possono anche trattare con un altro me« 
todo. Consideiiamo la più generale del num.* 3j., ma rendia- 

t 

mola prima più semplice ponendovi z =re .«' , ao» 

atituito il qual valore essa diventerà 

dz' à%^ ^ 



ar-Hi,y-*^i dt x^y ^>y-*-» àt 

E • 

ove jK'::sC— -g. Sia «' ^F'iy i 0> ® posto arizo sarà 

Similmente facendo ir=xi avremo 

a>y-»-i dt i,y iij-^i i/^ 

onde si deduce 

dz' d^z' 

A-z\ ^^!iAB-liyil^B^_^llZ 

a»y-^^ . dt dt^ 

^is' ^^2;' du 

V dt dt / hy j,y-*-J rff *.y 
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Nella medesima maniera troveremo , facendo xzz2^ 

ove sarà 

3,y a,j a, 7-4-1 rf^ 

*% generalmente 

•stendo u 4eterminata dalla eqoaziono 

'^ da 

"*^-i ,y— "^"« , y^ x,y^i dt ' 

la quale ci dà (3o) 

Nelia -equaaione (a) si paò considerare x come eostante , ed il 
di lei integrale satà (17) 

il quale combina con l'altro ottenuto precedentemente. 

34. 

Perchè il valore trovato di %* sia completo » converrà 

* ^ y 

aggiangervi quella quantità » che introduce il segno ^'^ i 
cioè 



I 
I 
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y(y-0...(yj?-»-a) J i . » ^ y...(y-x-» - 3) ^ %, 



X 



-^(-^''/, y...fy-cr.K4) ^^"%.« ^f^2±£ 

e per determioare la funzione f cooTerri sostìtnìre qnesta 
quantità nella equazione data in luogo di à' . Ma prima «i oi- 
servi che 

a . i . . . . (i-f-i) A . 3 . . . . (J-i-i) 

^ (y-f-r— i)(y-|^— a) . , . (y-nr-J^ l) 

" a . 5 . • • • j 

posto ciò, facendo la sostituzione, e ponendo , come sopra , 

-^rsL avremo 

f -«-ec. 

Siccome questa equazione dev'essere identica , qualunque sia y, 
e la funzione/" non contiene y , dal paragone dei termini si* 

mili otterremo 

df 

df df 

f -Kf ^L^E)-:^^^L-2=llfl. 
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A questa ultima equazione si riduce quella contemplata nel ter- 
so caso del uum.^ 3a., se ivi si pone x^zn^i yfzzxy Azz:-^-^* 

S^z , Crro, ed £=■=; onde sarà 

Kt 

fn,x-^^^^> -^ ^ ^ ^• 

Sostituiamo il valore di / dato da questa forinola nella 

equazione (&), ed avremo ^.(:r-«-i , r)=:f).(s7, ^), cioè sarà 



Ì^'(s, t) una funzione di t senza jp, e perciò 2 ^.(^ , t) sarà 
della forma 






e siccome n si deve prendere da nsii fino ad n:s:r» verrà ad in- 
trodursi nel valore di z una funzione arbitraria di :p e /, 

Io che era necessario per rendere quell'integrale completo • 

55. 

Sia adèsso proposta l'equazione generale del second'oi^ 
dine 

z^ ^r=Az ^hìz ^ ^ ^^^^^y^tiz -i-Èz^ ^^, 

ar-H-a ^-f-i,j a?-*-i,y-i-i ^i x,y x^y^^ 

dz dz d^z _ 

dt *,yH-a dt dt* 

Ponendo z =a*/?^e''/Cvremo 

X 

6 se per mezzo di questa equazione svolgeremo ri valore di « 
nella forma seguente 
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t o,o,a? \^^>^ ^^}^^ ^^^^f ^9^»^ o,a,x' 



«-2I 



^^o,o,af i.o,**^ o,!,»' a,©,**^ i,!,**^' o.a,*'^ 

chiamando F,y e F.y due funzioni arbitrarie di y e ^ otter- 
remo r integrale completo della proposta , 

^^y o,o,« -^ i,o,« ^ ' o,i,« i/^ a,o,» ^ 



1,1, a? rf/ o,a^ap dt 



9 



o,o,x «< i,o,ap ^ ' o,i,a? ^^ a>o,jp ^ 
»,»»** <;/ o,a, ar* </<« 



a?,o,« ^-^ ' «-1,1, a? ^^ o,ar,« * 

ed i coefficienti a .b , ec. si determineranno come 

o,o,a?' o,o,a? 

i 
.9? 

sopra (^7) . In laogo di svolgere il valore dia si potrà egual- 
mente prendere quello di f' ^ e si giungerà jq una simile ma* 
niera all'integrale della equazione proposta. 

36. 

Ma se mancassero insieme i due termini is e 

» , questo metodo non potrebbe adoprarsi, e coiiverreb-* . 

be' servirsi del seguente. Sia adunque proposta l'equazione 
T^m. III. 3i 
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dz dz 



dt^ dt» 

Posta jrro, sarà una funziona di y e f , che chiameremo 

F.y y e la proposta ci darà 

Così pure 9 se facciamo xzzi ^ avremo 

dz dz 

«« -»-^«- ^R-^llrzCz ^Dz ^E—LlI 

^*y ^ly-^-i dt ity i,y-Hi ^^ 

dz d^z 

di dt^ 

donde si deduce 

z^ ^Az ^bIi^^aIz^ ^^Az ^slll^y^) 

^fy a,y-*-i dt V a,y-Hi a,y-Ha ^^ / 

dt dt dt» / uy «,y-t-i rf« 

du d'u 

dt dt^ ^^y 

posta la qual' equazione sotto la forma 

dz^ dz^ , d^z 

z ^z H-a' ^-yw^z ^«"'-iiiniiH^'^ ii2=u 

a,y a,y-f-i rf^ a,j-»-a rf^ ^^a a,3r 

sarà la'quantità 

Continuando le medesime operazioni giungeremo finalmente al- 
la trasformata 

dz dz 
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ove sarà 



e per determinare u avremo l' equazione 

du du . d^u 

^-Hi,y x,y a?,y-#-i dt dt dt» 

la quale s'integra col metodo del n.^ antecedente^ ed il valore 
di u conterrà una funzione arbitraria di y e / • 

Nella equazione (a) si può riguardare x come costante, e 
se la paragoniamo con quella, che abbiamo considerata al n.^ a^., 
avremo il di lei integrale così espresso , 

m MMW mamimm^m^tmmmtmm C • — ^— ^i— i"^^i ■ i - ' if ■ ■ ^— — — 1 • 

A questo valore di z , perchè sia completo, convieno 
aggiungere la quantità 

"T"* * 1 d^^^f d^f 

AP i y.,.(y-jg^4) J òyX ^ x,x 

a...(*-3) * j^x j^^x 

e per determlaaré la funzione/ si sostituirà questa quanti- 

«à in luogo di z nella equazione propojta . Fatto ciò si tro^ 

Terà 

df^ d'f 

rf/ rf*/ * df d*f 
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jy:^ _- — , jB'=:— — - . Questa ultima equazione è del teraf 

ordine y e per integrarla si potranno usare ì metodi precedenti. 
Ma siccome il calcolo va divenendo sempre pia complicato , por- 
remo qui fine a queste ricerche; e piuttosto passeremo a dir 
qualche cosa di 'quell' «equazioni , nelle quali i coefficienti non 
tono costanti. 

37. 

Consideriamo in primo luogo l'equazione 

dz dz 

z =Az H-B— ^-f^ —Ih-P , 

X-HI X 4y dt 

«vie Af B , e C siflìio quantità costanti, e P funzione di a?, j, 
e t» Ponendo in luogo di t un'altra variabile, che sia funzione 
di y e ^y in modo che le quantità z » e P diventino funzioni di 

Xf y ,ed u, che chiameremo respetti vamente Z e P\ avremo 

X 

dz dZ dZ j dz dZ . 
^^y X ^^ X X du X .. X du ^ 

'^x^i x-^ì ''a^ d^'^'du'dy* dt '^'du "di'^ 

stituiti i quali valori la proposta diventerà 

dZ , j j dZ 

x-^i X dy \ dy dt) du 

Per determinare u facciamo 

dy dt * 
ed integrando questa equazione avremo us^.(Bt^^y);'m9L poi- 
chò non abbiamo bisogno che di un valore particolare di u, 
prenderemo vszBt'-Cy. Ammesso questo valore di u la prop(^ 
sta diventerà 

dZ 
Z =^Z ^*_f.|.P', 

X'^l X iy ' 

nella quale si può riguardare u come (costante , ed il di lei in- 
tegrale sarà (16) 
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38. ' 

_ > 

Più genèralmtnte si potrà integrare T equazione 

dìi dz 

Az =Bz H- _f -hC —f ^P, 
x-^i a: dy dt 

ove sia A funzione di x, £ q C funzioni di j e ^^ e P funzione 
A\x^y ^ t. Sia M il moltiplicatore, che rènde integrabile la 
difFerenziale dt^Cdy^ e ti abbia y*Jlf((f^—C^j)=u. Introduciamo 
in luogo di t questa nuoya variabile u, in modo che z diventi 

una funzione di ^, y ed u che chiameremo Z , e B e P A 

cangino respettivamente in B' e P' . Fatte queste sostituzioni la 
proposta' diventerà 

AZ zzB'Z -H— f-hP'. 

JP^I X 4y 

In essa si può riguardare u come crostante , ed il di lei integrale 
è perciò (i6) 

/ Z =e -fB'ày^\og.A ^ dTRjy , u) 

^ j X 

oy 

dy 

39. 

Passando a quell'equazioni nelle quali la differenza di due 
variabili x eà y k finita^ e della terza t iniìfiitesima, consideria- 
mo in primo luogo la seguente 

dz 

Z =Z -^_fl2-4-P 

*-^J,J x,y'^i dt ^ 

ove a è costante, e P funzione di ^, j e /• Siccome abbia- 
mo veduto (3o) che, quando P=ro, è 

z ssa -^ '-^ * ' , pongluamo nel caso nostro pia 

generale una funzione Z di x, y e t invece di P.Cy» t 



\ 

\ 



&#• 
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cioè sostituiamo nella proposta in luogo di z la quantità 

a •' , ; lZ , ed arremo 

la quale manifestamente si riduce alla forma 



■ ■ ■ ^1 



Da questa integrando più volte relativamente a t e ad j rica- 



veremo 



di nuovo integrando per rapporto ad x arremo 
Pertanto l'integrale della proposta sari 

*.y^ «/f**y 

40. 

Air equazione precedente si potrà ridurre la più generale 

dz 
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ove a, h, e, P tono Te»pettÌTamente funzioni di x, di t, di 
xt-y, «di x,y,t. Ponghiamo z =^' .z" , ove 

ss' ^ e z"^ SODO ambedue funzioni di j;,r> e t, e tosti- 

tuendo avremo 
o=az' .«" , - -4^c«' Vi -.2;' .a" 

. ^^y dt ^.y di 

Facciamo adegso 

di 

(a) hi ^»2=o 

^>y dt . 

«d otterremo 



XH-i^jr ^,J-4-l dt i 

x^y^i 

che abbiamo integrata nel n.^ antecedente. Per determinare 
«' abbiamo dalla equazione (a) z' ^e-' jP.(^,y),e8otti* 
tuito questo valore la (i) diventa F.(a?,3rH-i)zrc^.(jp,y), e quindi 
abbiamo F (a? , j)=rc ^* -^x\ e dalla equazione (e) ricaveremo 
f .«=e -^'^8-^ . Sarà dunque z' «,>^^-^'log.c^Slog.a 

sia più semplicemente y poiché e è funzione di x-¥y ^ sarà 






41. 



Passiamo adesso a vedere Fuso delle ricerche, sulle quali 
oi siamo fin qui trattenuti, nella Teoria uelle serie. E primiera-* 
mente proponghiamoci di trovar la somma della serie infinita 



t 
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ove i è una quantità costante. Facendo questa somcua zzz a- 
vremo 



dt 



rf-y =/ rfy F^(x^j)f^ dy *• . ^*5^ \ ^f dy . ^ 

Quindi per la relazione, che esiste tra i coefficienti del binomio 
I— i inalzato alla potenza -^r , otterremo T equazione 

dz . rfz 

dalla integrazione della quale dipende la somma della serie prò-* 
posta. Facciamo z =• e"J"*v ^ ^ sostituendo questo valore *• 

Tremo a^^my^zi , cioè |?=:—-f-Jy , ed 

y^e^y^^^zza^e"^ zzif^dy^.e"^ , pnrchè 

ai prendano gl'integrali supponendo t'^by costante: quindi pel 
ragionamento più volte usato sarà nella medesima ipotesi 

z zzf dy fé{y y t) . Facendo acro abbiamo 

fs z:zF,{y^t)Tzf,(y^), e di qui nasce il teorema: la serie propo- 

I 

Sta à eguale al suo primo termine y* dy F.iy^t) , purché si fao* 
ciano le integrazioni nella ipotesi di ^-«-ij costante • 

Questo singolare risultato si può confermare nel modo se- 
guente. Abbiamo, com'è noto, integrando per parti 

^ ^{^—^)yfy "* dyf^ify dyf 

e ponendo s-^i in luogo di x 
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jp^i XH-I , ) y /dyP—xy ' fydyf-*-^^—fydy/^ 



A. «5... or/ p K^ì. t ^ . /» JT , ^ 

V =»=^jyr ^y^^fy dy^ 

'{y^fdy(p''{x'i)y''' ^fydy<p.. -^yfy^'^dytfy 



— —^J — (y*" ^fydy<p'{x^i)y^"^fy''dy<p: ..^fy'^dyip) 

Ciò posto sarà ^ 

< dy^ . 5^=y/ dy . j^^f dy .y^ . 

e così in seguito . SostitaéSdo questi Valcrt^i in quello di s 
avremo 



% 



t J J \ ^^" ^dt ^ dt* a.3 dt* ) 

^yfdy' . (^-*y£;Z**V £1F_^ \ 

a J -^ \dt» -^ dt* ì 



« — -■4- ec, 
e se riflettiamo che 



^.tr . .)-»r f *»^^-.c.=F.tr . .-*y) , 



otterremo 



z^=:/*dy*F.(y , t-hy)^f'dy'' . l^-^-T .^<~».y) 



a 
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Di qui apparisce che sarà z eguale a ciò, che diviene la qaan* 

tìtà / dy F.(y \ t^^y) , se dopo le lotegrasioni ti si porri 

t-^y ìa luogo di / ; aia sarà g ==/* dy F.{y , t) » purché si 

facciano le integrazioni nella supposizione di t^y costante» 
Infatti per eseguire le integrazioni iu questa ipotesi, bisogna 
nella funcione ^^.(j» t) porre 1r-4-&y=: ad una costante e , cioè 
f^^^^yf poi fatte le integrazioni mettere di nupTO nel reàult^i* 
to in luogo di e il suo valore t^y . 

Col medesimo metodo si trova Tk somma della serie infinita 

j,«' "^ du tifX^ -^ dtdu 

'^c*P^ f dy ,. f-r -*-ec. 

essendo come sopra ih^P -44*P -4'.cc,=(i^)*** , e i • 
o costanti* Facendola serie data ;ps_ a?teo)o 

^P. f'^'dy'*\^4^ibcP ./*■*■**'/**. ^|*« 

* C»P /«^*rf/^* . ^4« 

dz 

4-ee« 






4a * du iiX-fK -^ * dtdu 

y^H-a , x-f*a il*J 
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•Si 



«- ponendo meato alla relaiione , che ragna tra le quantità 
1 , P ,P » eo. , la quale è espressa dalla oqaaùoaa 

P — -P^ =tP^ * Otterremo 

dz _ dz dts 



^=:— -i-iy-+-c», e 



dy dt da ^ 

Per integrare queata ultima equazione facciamo 

% — ii^a^^"*^^ ** , «d avremo aj?--*«y— «:a»=i , <ào* 

quindi a^/y-*^-*^'^ 

a» J-^('-*^W(**-^y) ^ s jH^r-h*y)-4-J(ii-Hcy) 
rra « ^Sijdy .e ,ova 

ai devono prendere gl'integrali nella supposizione di t^-^iy, ed 

J-+^(/H-J3r)-hJ(a-hcy) 
iM-cy costanti* E ponendo in luogo di e 
una funzione qualunque di ^^ /, ed m, avremo nella medesima 

ipotesi X =/ dy^/.{y, t, u) . Posta «=0 si trova 

z :^f*{y, I) u)zsil(y, t ,u) ^ a perciò la serie data è eguale al 

tuo primo termine, purché in questo si facciano le integrazioni 
nella ipotesi di t-^y, ed xm-cj costanti. Questo teorema è quel 
medesimo del num*^ antecedente generalizzato , e facilmente éì 
vede che può estendeni ad un numero qualnilqae di variabili. 

h* uso principale della teoria esposta consiste nella evolu- 
zione delle funzioni in serie. Abbiamo veduto nel Tomo il. 
num/ 1 17. , che data Tequazione z^po tra le variabili x^y^t^Uy 
ec. una funzi one F delle medesime yariabìli si esprime per y > ^9 
B, ec. senza 3y)ef mezzo della serie seguente 

I a 94 

eyea^^:A-j^^ -<t3— —- , a =r.4 — -^ — , purché nel seconde 

dz ^ tdoB 



àx 



\ 



da 
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Tnen>bro*8Ì pongla ^^^=/« essendo / aoa 'funzione di y^t^u, «e. 
Quantunque nel luogo citato z ed Fai supponessero funzioni 
solamente di ^ ed j , facilmìente si comprende , eh» il medesimo 
teorema ha luogo per un numero qualuuquedi variabili x^y^t^ 
»,ec. ., 

Se mettiamo l'equazione jB=ro sotto la forma x-^—i^=so , 
ove (p è funzione éì x ^ y ^ t ^ u ^ eo. ^ avremo 

. i i dF I . r— I , 

dx dx . dx 



osservando, che s diventa — i^ quando vi si pone xzif^ ot- 
terremo 



Ora se si volesse erdinare questa serie per le potenze dì i, è chia- 
ro che il coefficiente di i sarebbe- 

(da , . . ^ d^a jT'^a^ . 

< 2.5... ra< 

ove il segno superiore ha luogo quando r è pan, e 1' inferiore 
quando r è dìspari^ purché dopo^ le difTerenzfazio^i si faccia 
p questa formola ìzzxi t. ,- . .— » . 

L'espressione trovata è molto eompliiCata»,e, pQr poterne fa- 
se uso convìen prima calcolare le quantità a , 42 , ^«' *** ^r' 

Ma anche senza cercare i valori di queste quantità , dalla sola 
cognizione delle relazioni, che hanno tra loro, si può ricavare 



.r 



una espressione assai più semplice del coefficiente di i .Si os- 

I da 

sèrvi primieramente che Tequ^^ione a =:— -:— i— ^ . — H-po- 

• '" Jà<p rdx 

dx 

sta sotto la forma ( i— i-2 Ja s IJZi , e differenziata n vol- 

V dxf r rdx 

(d(ù\ ^ ddi r— I 



A'* «* ^.r*-.i ^j^^^ 



m. m . 1 i 
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da 
• cruindi nel caso di a=:o abbiamo a ^— - « ^ 



I 



r df r r— I 



'^nrr- . — JL . Ciò posto , inveoe della for- 

mola (A) consideriamo la forinola più generale (B) 

i ^ da / V d^a ^ 

la canale si cangia nella espressione {A) ae vi si pone sizr i e cech 
chìamone il valore nel caso di i=zo • 

Siccome riguardando non solo le Tariabili yy^,uec. ma 
•nche 5 come costanti la Ibrmola (fi) è una funzione dì x ed r^ 
facciamola eguale ^A A , e ponendovi r-HX in luogo di r a- 

Tremo 

(da f V d^a ' 

da d*a 

Ma se in luogo di a . — « , » ec. poniibiamo i loro 

da ' 
Talori ricavati dall' equazioni a = — , e 

r r— i ^ 

, troveremo 

rdxdi 

d^a , V J«fl 

"* • * ip . ^ — — ec. 




r rfxrfi r{r— j) auixdi^ 

dx >" r dx di 

Ora questa quantità è visibilmente :=: — — . ^ — ; quindi a- 

r^'i dx 

Tremo per determinare A l'equaflioue 



I 
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l'integrale della qaale è (16) 

e per determinare la funaìone arbitratia * feì«mo rsri , e tro- 
Teremo 

/-' . /^, 

^ =r-r-=— o^a • a quindi A =— ^— ^^ • 

\,x dx 9^", » H ;.^jp a.3...r rfjp''— * 

Se adesso facciamo ^=r , otterremo 

A.S...r dx'^^ a.S..,r , r— i 

perchè nel caso di j=so è ^,^^~"^> ^ qj^e^to è il coefficiente 
cercato di i . Sarà pertanto 

j? v^^sJ*^ .. dx . dx 

<^^ arfar a . idx^ 



purché nel secondo membro si faccia xzzf. E questa serie, posto 
S=:i , è quella medesima, che avevamo per induziono ottenuta 
nel citato n.* del Tomo IL e dì cui rinvenzione si deve al gran 

Geometra Lagrange. 

Quantunque la formola trovata ci somministri un mezzo 
facile per convertire in serie la funzione Fy pure in questa serie 
le variabili j)^yU, ee. saranno tra loro inviluppate • Vediamo 
come trovar si possa una serie ordinata per le potenze ed i pro- 
dotti delle variabili y tt,u^ ec. Sia data T equazione zrro tra le 
variabili m ed j, la quale suppongo libera dalle frazioni e dai ra- 
dicali I e si debba trovare il valore di una funssionc u delle me* 
«lesime variabili dP ed y in una serie ordinata per le potenze pò* 
attive di y* L'equazione ziro, posta j^=o, si ridurrà ad essere 
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iina>equazione tra air e eostanti » la quale risoluta oi darà varj 
va.1ori di x. Sia a uno di questi Talori, cioè sia j?— a uno 
del fattori della funzione z » allorché yi si pone ysro , ed A 
sia. il prodotto degli altri fattegli , che suppongo tutti diver- 
si da x-^a; è chiaro che si può dare alla equazione z^o la 
forma (:r— a)^<4-^so, essendo <(^ una funzione di « ed j» la 
quale svanisce quando y=p. La Sanzione ^ non avrà il fat- 
tore «^-^9 perchè se lo avesse , V equazione z=iù si risolve- 

^«ebbe nelle due 9—02=0. .ì4-h — =0, le quali converrebbe con- 

siderare separatamente. Si può anche supporre, che la quanti- 
tà a non entri in (p, perchè, se ciò fosse, vi si potrebbe mettere 
tiq' altra lettera i in luogo di a , e si risolverebbe un problema 
più generale, e dopo terminate le operazioni si farebbe bnsa per 
aver la soluzione nel caso dato. Ciò posto, se riguardando x co* 
me una ftinzione di y ed a data dalla equazione (rr— a)i^-i-^r::o 
differenziamo la medesima equazione prima per rapporto ad 
e poi per rapporto ad y, avremo 

da ^ ' dx * da dx * da'^ 

ds f jdA dx d^ ^^ _^ 

dj ^ ' dx * djr dx ' djr'^ * 
e di qui dedurremo 

dx^^ d(p dx ^^ dz dx 

dy Ad/ ' da Ad/ * da * 

perchè 5^ = jj;. 

Se la funzióne data u contenesse a, sì potrebbe da essa oli- 

minare ponendovi in luogo di a il suo valore «h-t^ dedotto dal- 

la equazione z:=o ; perciò si può supporre che a non sia conte« 
nuta in u. Per ridarre la funzione u in una serie ordinata per le 
potenze intere positive di y convien cercare i differenziali di u 
presi per rapporto ad y, e per trovar questi siccome avrò biso- 
gno di diiferenziare u relativamente %a y in due diverse manie-* 
re, mi servirò di due segni differenti; cioè indicherò questo di& 

ferenziale col segno j-, quando si considera x oome funzione di 
y data dalla equazione z=o , e col segno (^)» quando si rìguar- 
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ÌSLi\o xeà y come tra loro indipendenti . Sarà danque 

du /^^\ du dx /^"\ 1 A/zWi* dx 

d^^dPrli • d^^Kd^niKlJ/ìi 'dZ\ 

e siccome P — zn^ , allorché nell'integrale yPrfj? si aap* 

pone y costante, sarà in questa ipotesi 



.. du _idu\ ^/ tv;^)^^^^ 



Questa equazione differeoziata per rapporto ad y ci darà 
dj'-\ày*r\dxdrìdy -^^ — • 

^^ Kinpìdi -t ' • vomnào nella equa- 

d C- l^*\^dx 
«ione {^i) J^±{^j^x in luogo di u abbiamo • ' ^ Uy/Ji 

, r I {dz^du 

Quindi sostituendo questi valori troveremo r-^ espresso nella 
forma seguente 

dy^ \dy^/ da "*" da^ 

Differenziamo di nuovo l'equazione (a), ed otteriremo 
^_/rf»i/\ / d^uy x^d^.fadx ^ d^Jaidx 
dy* \dy*/ Kdxdy^/dy dady "^ da^dy 
Ma in vigore della equazione (i) si ritrova 

dy J \djr} ja 



d.fatdx _ r (da^\ VtÌ^) 
dy 'J Urr' X— 



\aidx 
dy ~J \djr da 



j 
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/4fL^=«Ì/z(B^^ièh. Pertanto U valore dì 
\dxdy^tdy da 

-7—7 avrà la forma 

d^u ld^u\ d.j^dx ^ d^ .f^idx d^,f^^dx 

dy^ \dy*f da ' da^ da^ 

Continuando ad operare nella medesima manièra troveremo in 

generale, che il valore di sarà della forma neguente ; 

f V tPuief*u\^d.fBdxd*.fBidx d*.fB%dx é*.fB(n~\)dx 

j n \y rJ da da* da* , n 

dy dy da 

ove converrà trovare le quantità B ^ Bi , Bz » ec. 

Se chiamiamo B' , Bi' , B2! y ec. i valori ài B ^ Bi 9 

B^ , ec. , quando n diventa im-i , avremo 

(ò) "^^^ //^'m \ d./B'dx ^ d^./Bi'dx ^lls^a^^ ^c 
. n-4-i V • n^¥'t/ da da* da* 

Ma l'equazione (a) differenziata ci dà 

d^\^f ^\ >._ '^^''•^^W^ fvkfeg,... 

jJMh . " /(^H . .. 

da^ da* 

Dunque paragonando questa con l'equazione {b) avremo la se- 
guente serie di equazioni a differenze finite ed infinitesime 



M^h^Q 



ec. 
Tom. III. SS 
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Se adesso oa^erriamo, che ^ =B--- » otterremo 

da da 

. . a u /a u\ -odx da ^ da ^ 'da 

{C) — . = (— l^-JCf H" "4* . .»H" ■ 

. n \. nf da da da» jj^^^ 

dy dy aa 

Ma per svolgere la funzione u in una serie ordinata per le 

*n 

potenze di y, bisogna trovare il valore di — -quando y^». Ora 

dy 

l'equazione jk=:o , allorché yzzo^cì dà x^a\ dunque avremo il 

ricercato valore di nel caso di y=o, se nel secondo mem- 

bro della equazione (e) porremo y:^o ed xzza. Per altra parte, 
siccome », e -r-sr-p» ed in conseguenza le quantità B»£i,ec. 

non eeatengono a, facilmente si vede che , ponendo- 

da 

vi x:ziaf è Io stesso che — —^ , se vi si pone x::za dopo le 

differenziazioni • Sarà pertanto con questa condizione 

c^u /d\\ -, dBi d^B^ d'^'^^Bh'-i) 

a^ri \^^n) dx dx- ^^«-1 

Converrebbe adesso trovare i valori di B^ Bi , ec. median- 
te V integrazione dell'equazioni (A) : ma senza eseguire una ta- 
le integrazione y dalla qnale difficilmente ottener si potrebbe il 
generale valore dì B(r)^ la sola cognizione delle relazioni, che 
regnano tra le t^uantità J?, JSi » ec.» ci basterà per conseguire 

sotto una forma assai semplice il ricercato valore di nel ca- 

SO di yz20. Prima però è necessario di mettere T equazione pre- 
cedente sotto un'altra forma.. Si osservi che, qu^do si fa 
dopo le differenziazioni, è sempre 



OPUSCOLO m. %5g 

— '1 l =:(n^i)(ri«.a)...(ii--r)— — ^ > dunque avremo 



dx* dx 



, » V , fi/ , /»— I 

ay dy dx 

ove i= , iizr zL -, hzzz-—^ r>ec., 

i.2...(a«-ì) a.3...(ra-j) o.4...(fi-A) 

cioè avranno luogo tra i, ii » 0%^ te. le aeguenti equazioni 

\dyf i.a...(/i— i) ^W/^^dy'*' 



ec. 
Consideriamo adesso la' quantità 

Jh A^hi A^l% J*J3 ^^ 



43 ^"t(n-^ì) 



la quale, se riguardiamo x cove costante , è una funzione di n 
ed j, che cbiaqiereme 5 ' . Ponendovi n-f-i in luogo di n 

avremo 

« AV A^bi' A^ha^ ^♦iS' 

S =——'4- — ---4- ^- I ec> , • 

• sostituendovi i valori di b\bì\b2! ^ec. sicavati dalFequazio* 
ni precedenti sarà 



-.-1 —(^\ i. A^/dhj\ 
n * z*\dy) n ' z*\djr/ 



Ma la quantità S differenziata per rapporto ad y ci dà 
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** ^^n , y_ A /db\ A^/dhi\ A* /dbù\ 

'^^(—\ ^^^Èll^^\ '^A^H/d%\ 

•" 7i\dj) z~\dj) 7^~\dr) "^^' 

Quindi aTremo l'equazione 

n-Hi , y » • <£jr 1 . a ... n\zdj}\^^yi ) * 

l'integrale della quale è (i6) 



4r.(..y)-y'*'^r"*'^X^)] 



dxdjr 



S = . 

»,y i.a...(/i.i) ^^n 

Per rendere questo valore più semplice liberandolo dal se- 
gno integrale 2 facciamo 

fiinsione ài n ed y, e Q funzione di y; e prendendo la differen- 
za finita per rapporto ad n aviemo 

•^ ^ n,y^ -^ -^ \ n-hi,j ^ n,y df^^ dy 7 

Quindi sarà (Jl)(£ljf\=Q(p -^—^Vp .f; 

dP jW-j. 

e se facciamo P ^^ — T-^^=o,cioèP = ■ "^ , at- 

iM.i,y dy n,y ^^n 

idz\(d''^\\ é^'^.y dQ ,, „ 

terremo l--7-)l 1=— . j^, alla qual equazione si 

^' dxdy^ ' dy'^ ^ 

soddisfa prendendo '*'.j^=:^ , e — -J^ — /— f-J, cioè 



bzC— logg§. Sostituiti questi valori quello di S diventetà 
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A fine di detetminare la funzione arbitraria f.{x ,j) facciamo 

n=x , ed avremo 5 =^(fLlI>*(C-log.«)(^)=~; «»• 

» » y dy '\dxdyi » 

quando «=i , è is--^ (^) ^ ; dunque sarà 

/.(ar,y)=:c-4-C~^ — ^log.z, ove C e e tono funarioBi di » . 
Avnuno pertanto 

Ab ^A^hì A'b% A^bjn^i) 

z z^ z^ n 

z 

e siccóoie nel caso di y:no è je=:(j7— a)i4, sarà in questo caso 
b bi Aa i(/i— i) 



• • • 



- : ; r/* ■ ^'°'- V.„..(^] . 

I . a . . . («-i).LV ^y« / ^dxdy"'^ 

Moltiplicando cresta equazione per {x^^à) y e differenziandola 
71—1 volte per rapporto ad x otterremo 



dx 



^M — ^ w .^V •»** .#V .%^ 



É?V ' dxdy 



Ma siccome dopo le differenziazioni si deve f^re x^^a^ si pò* 
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,r'(ir-.)"(i— J!)l0(.. 
Irà ometterà il termine - — — > »l qtule è 

i.a...(n— i)<i» 

^\ aoD contieoe «. il ter- 

miae precedente tari Hella forma 

[Q{«-<i)+Q,(»wi)' . . . -H<?^,(*-»)"]log.(»— ) 

ove i coefficienti Q , Qi , R ,. Ri , ec. non cooteneado « ooa 
potranno divenire infiniti quando x^ut. Oca questa quantità è 
^» nel caso dì xz=a , percbè nel medeaimo caso è 

^x afìoe.{x — àj^xi, quando r è lìn numero intero positÌTo;lo 

cbt facilmente apparisce » si pone (x— o)'"log.{T— «)=( , cioè 
Jog.(» — a}=r , la qoal' equazione differeoxiata ci dà 

lx-fnf^x—a)-j-~ —rt , e questa ci avverte cbe fc=o quando 
x=a. Avremo adunque finalmente nel caso di y^xt 

rf^j_ A/ ^y" 

rfy" dy" i.a. . . .{n— i)rfar"~* 
e siccome abbiamo dal secondo membro tohe tutte le parentesi, 
ai comprende che io esso devono riguardarsi le quantità « ed jr 
come tra loro indipendenti, e fare y^x) .dopo le differensiazioni 
relative ad ^, ed xzsa dopo tutte le diffèreuBÌauoni . E se chia- 
miamo 7 il eeefficieote di y nella serie, che nasce dallo svi- 
luppo (ti u , sarà con queste condizioni 
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du 
a" (a>-a) 



.n dx ^ 



».^ a a I . a ... ndy 

i.a...ik/)r 1 . a , . . (n-— i)£Ìr "" 
Se per esempio z è della forma :r— a-*jF; ed i^ ed m noa 
^contengono j, ma sono ambedue funzioni della sola x^ facil- 
mente apparisce che 

p .a ...ndy i . a . • . Tioy /i(a>-a) 

ti pone ;y=o. E siccome anche x"^^^ > avremo in quetto caso 

71 * dx 

q — , 

, 71^1 

I • a • • • nax 
lo che combina con ciò che abbiamo ottenuto nel uum.^ ante- 
cedente. 

45. 

Abbiamo trovata la serie , che rappresenta u dipendente- 
mente da) fattore :r— a , ed una simile serie si troverà per espri- 
mere Uj qualunque altro fattore si assuma di ciò che diventa la 
quantità s, allorché j=:o; ma perchè la cosa riesca, conviene 
che tutti questi fattori siano disuguali : infatti abbiamo suppo- 
sto nei calcoli precedenti, che A non contenga altri fattori egua- 
li ad j>-a . Nel caso che vi siano più fattori eguali espressi da 
• 

(or— a) , la quantità z si può considerare risoluta in i fattori z', 
J\ «'", ec. , ciascuno dei quali abbia la forma (^t^— a)^-H(^% over 
Al non contenga più il fattore ar— a, e <(l sia una funzione di x 
ed j, che svanisca quando y^^o . Ciascuno dei fattori z' , z", ec. 

ci darà per coefficiente di y. nella serie di u la quantità 



\ 
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.^. $log..' 



n dx 



j^ 






Se adesso prendiamo il medio aritmetico tra tutte lei serie, che 
nascono dai fattori z' ,z"f ec. , e chiamiamo q il coe^cieote 4i 



n 



y in questa serie media , avremo 



^d'* .^(l0g.z'H.l0g.«"H.l0g.z'"^C.) 



dr (07— a) 

* -l'i , ^ j ^ 

n a u 1 . a . . . ruty 

q = — I r— — • ' 

I . a ..• nay i . a (n^ì)idx ' 

cioè, a motivo di log. J5'-f-log.z"-f-log.z"'-4-ec.=:log.^j 



du 
dx 



dr (a?— a^ ■ 



dT. ^ log* 



n d u i.a.../k/y 
? = ^^» 

i.a...ncry I .a .... (n— i)Wa? 

posto y come sopra» J=o dopo le diiferenziazioni relative ad y, 

ed xzza dopo tutte le differenziazioni . 

Questo elegantissimo teorema è stato dato senza dimostra* 

zione dal sommo Geometra Laplace nelle Memorie dell'Accade* 

mia delle Scienze di Parigi dell'anno 1777. per trovare il coe^ 

iiciente di y nella serie^ehe nasce dal fattore (op—/z) • Dall' ana- 
lisi precedente apparisce , che il teorema è » qual vien descrìtto , 
quando izzi ; ma quando i>i si deve in modo interpretare , che 

f esprima il coefficiente di y nella serie , che è il medio arit- 
metico tra tutte quelle y le quali rappresentano il valore di u di» 

• 

pendentemente dal fattore (or«-^) • Ma questa serie media non ci 
dà il valore esatto di u , poiché con essa non si soddisfa alla equa- 
zione zroOy cioè non si assume tra x ed y quel rapporto, .che è 
dato da questa equazione • 

Per mostrar ciò con un' esempio semplicissimo, sia data l'e« 
quazione («— a)^— ys(£..^^^^a^:o, e si voglia svolgere il valor» 
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di X in una serie ordinato per le potenze di y. Saranno 

^r-- a-— j(&-f-ca7) , a;— aHHy(i-i-ca7) i due fattori della quantità z , 

• questi fattori ci*daranno le due serie 

ir=aM-(ac-i-i)y-i-c(a^-i^)y»-+-c»(flc-i-i)j'-f- ec. 

xzia — (oc-i^) j-Hc(ac-f-i)y ■— e" (ac-4-i)y •-♦• ea 
ciascuna delle quali soddisfa all'equazione z^:o. Se prendiamo 
di queste due serie il medio aritmetico, avremo quella serie , 
che ci dà il teorema dì Laplace , cioè 

:r=z«-4-c(ac-f-i)j*-Hc'(ac-f«A)y*-i-ec. , 
ma questa non soddisfa all'equazione z^o, 

46. 

« 

Un'altra dimostrazione del teorema dì Laplace ai può rica- 
Tare dal n,^ 4^* > ^^ quale noi esporremo e per4'iaiportanaa del 
teorema medesimo, e perchè ne trarremo facilmente il modo di 
generalizzarlo e di estenderlo a più variabili e più equazioni . 
Sia data tra le variabili x^y ^t^r ^ ec. 1* equazione zzzjò , la qua- 
le supponghiamo esser libera dalle frazioni e dai radicali • Poste 
j-ziG , ^zro, ec. la quantità z diventerà una funzione dì n? e co- 
stanti , che risoluta ne'suoi fattori sarà =:(a;— a)(;r— *é)(a;«-c)ec.; 
e ciascuno di questi fattori ci darà una serie per esprimere il va- 
lore dì una funzione qualunque u delle medesime variabili a?, 
^,^,00. Prendiamo il fattóre x— ^^ e la funzione s sarà della for- 
ma (a?— a)2Ì— yj^— ri^— ec. , ove A h\\ prodotto degli altri fatto* 
ri ay^, x^^^ ec, ed jF, F , ec. sono funzioni tali di x ^y^t^r^ 
ec. y che non diventino infinite, quando si fa J=o, ^=:o, ec. 
Nelle medesime circostanze supporremo che non diventi infini- 
ta la lìiQzione ti, uè i di lei differenziali, perchè se mai non fos- 
se tale, si potrà sempre eombinandola con l'equazione erso ri« 
durre ad una forma , che non diveì^ti infinita quando y=o, <=o, 
ec. , almeno nel caso che essa possa esprimersi per le potenza ed 
i prodotti interi e positivi di y ,/> ec, che è il solo caso, il quan- 
te per ora c'interessi . Paragonando l'equazione (:r— a)/tf— jF 
— ^F'-r ec.=M) coU'altra x— ^^— ^no contemplata nel n.® 43- avre- 



wo /=:a, ^fcz^^ -j , e quindi 



uzru-^ -j-H 1 :■ i-ee. 

dx 2dx :à . idx^ 

Tom. III. 34 
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facendo nel ftecondo membro xzza dopo le differeaziazionf . 

Se chiamiamo q r il coefficiente di y ^ ec. nella 

-* /i , 71 9 ec. "^ 



evoluzione di u, e per più semplicità ponghiamo ii-H»'«f<«o.=OT ^ 
avremo 

^ 

^ da 



j.a...ndy ,i.^..»n'dt'^ ... 



(du -'^ d x \ 

,.V ydx a^ / 



facendo dopo le diiferenziazioni ;y::=o, ^aco, ec. , ed 
Quantunque la Bcrie 

du du 

—=— ^m > f H" —————— ^^"^ ce» 

^dx ndx %.idx^ 

vada air infinito, non occorre al nostr' oggetto prenderne al di 

/a— 1 m du 

là del termine ■ > perchè i termini seguenti 

I • A • • • tfluX 
svaniscono, qnando vi si pone 3^=0, tzzo, ec. • Infatti la quan- 
M ^w-Hi du 

tità sarà composta di termini della forma 

I .A'.. .{jn^\)dx 

My t T • • • 9 essendo a-4-a'-4-a"-i-ec.^»n-<i-i , ed M una fun- 
zione che non diventa infinita nel caso di Y=Urrec.=:o; quindi 

f fi 

sarà nel medesimo caso 1 — ^ — i * ' * .-sro* Con più 

i.2...iu/j .i.^...n!dt ... 

forte ragione si potranno omettere gli altri termini susseguenti : 

onde chiamando p la isecoada parte del valore di ^ , - 

A , /i , ec« 

avremo 

dT _ (ju -'•^";s ^ -^ ;?i\ 



i.%...ndy ,i.ai.„n'dt" ..^^ **** 2.ìi,..mdx 
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Si osservi adesso che, dovendosi fare x:^a dopo le differeuzia-' 
bìodì relative ad x, potremo porre la quantità 

A . (> • • • max 
•otto la forma 

a"' i Jrn\ ^dx ^ dx ^ dx 

i.%...{m^i)dx ( ^ ' m{x^a) ) 

la quale ha nel caso di x^za il medesimo valore» che la prece- 
dente. Facendone la sostituzione nel valore di/?, e permutando 
le differenziali, lo che è permesso perchè nel prendere queste 
differenziali si riguardano le variabili x^ y, t, ec. come tra loro 
indipendenti , otterremo 

,.àu ,du jndu 

jn-'i / \TO a ' v»^ dx t j^ 



^^ ì.^.»,ndy .i,^.,jidt ...( ^ ' m\ 

X . A {m^ì}dx 

Questo valore di j9 si può ridurre ad una forma più sempli- 
ce, se si riflette, che esso si mantiene lo stesso, q^uando inve- 
ee dì prepdere la serie 

.du 9^^ 1^" 

^ dx ^ dx ^ dx _ 

. -4- ■ -f- 1. -4- ec. 

composta di m termini si suppone che essa sia continuata all'in- 
finito; perchè per le ragioni addotte di sopra i termini in questa 
supposizione aggiunti a p riescono tutti zero nel caso di 
^yczt^=ec.=::o. Ma quando la serie precedente è prolungata all'in- 
finito, diventa =— 2" log-(i ZT") ' ^^J^qu* **^'^ 






jn 
d (x—a 



/=- 



r r-r^ log. ii—±-\\ 



I • a (w— i)rfa? 

A questo valore ai può aggiungere il termine 



*•* 
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i.%...ndy .t,ak,..n 'dt ... 

1 • a (m— ijajF 

il quale (44) *=o nel caso di xzza. Ma log. ^(^«>-a)-+-log./i-jj^j 
r:lQg.[^(x— a)— >^^]r:log.z : quindi avremo finalmenU 

Jy .Ji ...' ^_ 

e perciò 
9^ 



n , n\ ec. 



— " ' '' ' f 

i.a«. 71. i.At..^'... i.a...(/yi-«i)£/jr 
facendo yso dopo le differenziazioni relative ad y^t^oo dopo le 
differenziazioni relative a ^y ec, ,ed x::za dopo tutte le differen* 
ziazioni . 

Ho supposto che il fattore or— a non ne abbia altri eguali; 
se A conterrà il medesimo fattore or— a» le forinole precedenti 
non ^i daranno la serie , che esprime il valore di u * Infatti la 
formola 

.du ^ ex ^ dx 

dx sLdx a.5rfa?» 

dalla quale siamo partiti , richiede che la funzione ^ non con- 
tenga :p— ^ nel denominatore; altrimenti i suoi termini divente- 
rebbero infiniti nel caso di d:=a . Quando adunque vi saranno 

•più attori eguali rappresentati da (X'^a) , ecmverrà seguire un 
metodo analogo a quello praticato nel n.^ 4^* ^^ potrà ancora 
ottenere la serie, che è il medio aritmetico tra tutte quelle , le 
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• 

quali nascono dal fattore (:r— a) , e si troverà che relativamen-* 

te a questa serie inedia il valore di ^ , sarà quello trova-^ 

ft ffi f eCa 

to precedentemente, purché se ne divida la seconda parte per i. 

4?. 

Siano date adesso due equazioni icro,JB'=o tra le variabili 
X ^y ^t ,r ^tc. y le quali siano rese libere dai radicali e dalle fra- 
sioni t e si proponga di svolgere una funzione u delle medesima 
Tariabili in nna serie ordinata per le potenze ed i prodotti di ^ , 
Ty ec« Siccome mediante le due equazioni a=:o e z'=ro si può 
eliminare x; ed ottenere un'altra equazione in j^^^r, ec. senza 
se 9 così supporremo che la quantità e' non contenga x. Ciò pò* 
sto facciamo fso» r=:o,ec. nella equazione ;b'^o, e 8iay=& 
. uno dei valori di y, ebe ne risultano» il quale supporrò che non 
ne abbia altri eguali. Ponendo adesso /zro,r=zo» ec. edyzii nel- 
la equazione jb=o sia ir=a uno dei valori ài w^ che se ne ri- 
cavano , e questo ancora suppongo che non ne abbia altri egua- 
li . Sarà M della forma (a?— a)^-.(^— *)F-t|F— rF'— ec. , e z' 
della forma (y— A)B— (/^r/'— ec, ove A è funzione di r , i^, 
F jF' , ec. funzioni di ar, y, t^ r, ec. , B funzione di y, ed /, 
f,ec. funzioni diy, r, r, ec. Ora facendo uso della prima equa- 

Bione s=io , e ponendo ^r= '^"^ ' "** — it* "^^^l avremo (43) 

A 
, ^ du . du 

ove nel secondo membro si deve fare xrzia dopo le differenzia- 
zioni. Chiamiamo F^ questo secondo membro , e sarà F^ una 
funzione di y , ^, r, ec. , la quale se mediante l'equazione z'=u> 
vorrenK) svolgere per le potenze ed i prodotti di ^9 r, ec, avre- 

mo, denotando per a t ^ il coefficiente di < r 
* «^ ^/i, Il , ec. 



• k 



/ 
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1.3... jMt .i.»...ndr ... 



^ /ir. 






i.2...7i.i.a...n\..i.a...(/» — i)dy 
ove m:=:/M-V-»-ec.9 parche si faccia /:ro, rzzo, ec. ed yzzb do- 
po le dijOTerenziazioni . 

Sostituiamo il valore di V^ ed otterremo 






il f n f ec. ig 



, du> j du 
Vdx 2.dx a^.id x» l 

dt'*.d/'.y^ ^ ' 



i.A...7i*i.a...n'.,.i,a...(/7i— >i)^j 

dt\d/... ^ 

« 

La seconda parte di questo valore è per le cose precedenti 



i.a.,.;i.j«a.*./s'..,i.i&...(/7i— i)(/jr 



nif^L 
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Nella quarta parte si potrà omettere il termiiie 

, che chiameremo P, e tatti i segaenti • Poi- 



m 



'i.Qi.m.{fft^i)dx dy 
chò differenziando Pìog.si^ n Tolte per rapporto ti t ^ n' Tolte 
per rapporto ad r,ec., e facendo poi t^arzsec.^zOy questo ter- 
mine ci porterebbe nella quarta parte una quantità Q della 
forma 

I .a... 7». 1.2. ..»'••• I.2...(/?l— l)^J 

OTe p sarà diTisibile per (y— i) 9 /^' dÌTÌsibile per (y— i) "" , 
e generalmente p^ ' dÌTÌsibile per (y— ^) • Infatti 



_ dP ,iP 



\ „ n(«-i)iaP ,d»P n7n'-*i)daP 

/ «e, 
purché nei secondi membri Idi quest'equazioni si faccia 

f=r=:ec.=zo« Ora se riflettianio che (ùzz "^ ' 3 -*, fa- 

cilmente vedremo che la quantità P è composta di termini della 

forma Miy^b) t r ««.y ove M è una funzione che non diventa 
infinita quando y=&9 ed a, a\ a",ec. sono numeri interi e tali 
che la loro somma a-»-a'H-a"-i-ec. è =:m » o =:m-4-l • Facendo 
^=rr:rec,r=o in P per ottenere il valore di p , tutti questi ter- 
mini si annulleranno eccettuato quello , qel quale tutti gli espo- 
nenti a! y a" y ec. sono zero » ed in conseguenza a^zm » o a=m-4-i ; 

onde sarà/7 divisibile per (y— i) . La quantiti^ ^Hì'^^'t "*" ®^' 

sarà composta di termini della forma 

«~-(y-i) t r ....-f-»ilfa'(y-i) t r ...-♦-» -y-(y-i) ^ r 



• k* 



•^n'Ma"(j--i) t r ~"...*fec.; e posto tea=»c.=o «patiranno 
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dal valore di p^ tutti i termini della forma 

(«r— -H/»'— — i-ec.)(;y^— i)^^*r* ••. eccettuati quelli, nei quali 

gli esponeoti a'» al\ ec. sono tutti zero, ed cesimy o =m-»-x • 
Così pure si annulleranno tutti i termini della forma 

nMa\y^bft^'^^r^'\..^^'Ma'\y--bft'^'/'^^^ ad ecce- 

ziooe di quelli, nei quali uno degli esponenti a', a", ec. sarà 
rzi e tutti gli altri zero, e quindi a:^m — i, o a=/n. Sarà per— 

tanto y divisibile per (y^) , e nella stessa guisa si di- 

« 

mostrerà chejp" è divisibile per (y— 5)''*^*, e così delle altro 

Sruantità. Siccome adunque in Q si deve porre yzzb dopo le dif^ 
erenziazioni relative ad j, è chiaro che sarà Qzzo, e si potrà 
tralasciare il termine P. E con più forte ragione potranno omet- 
tersi i termini pia remoti dal principio della serie di quello, che 
abbiamo considerato. 

Se adesso ripetiamo i ragionamenti usati nel num.<> antece- 
dente vedremo, che in luogo della sèrie 

• du du 

^dx a</a? tt^'òdx"^ 

possiamo porre la quantità — -r-log^z , E fatta la sostituzion* 

nella quarta parte del valore di ; , , e permutate le dif- 

/t , ft , ec» 

ferenziali otterremo questa quarta parte così espressa 

rf»'^V«)'"(y-*)'". — i-r- M^ '^g-^' 



i.a...».i.a...f»'...ia.aa.3»...(/t«— i)»rfip'" ^dy^'^^ 
ove convien fare /!=r:=:ec.=:o dopo le differenziazioni relative 
a ^ , r, ec. , y^A dopo le differenziazioni relative ad j, ed 
xziza dopo tutte le differenziazioni . Sarà dunque con questa 
condizioni 
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m 

au 
^/> , » , ec. jji ^ r . « 



• • • 




i.a...i».i.a...i»'...i.a-.(iii— i)rfa7 

/"-^(y-J)» ^ fi» log.,') 

i.a.,,n.i.a...n .•.i.a...(j»— i^ay 
a <af-a) (y-*) .-^ — ^J 5^ *^8 

i.a...».i.a...n'...i" .a»...(/»— j)*rfap "^ rfy 
Col medesimo metodo potrebbe risolversi il problema, quando 
SODO date tre o più eqiuizioni . Noi ci astenghiamo dal più lun- 
gamente parlarne 9 perchè va sempre crescendo la complicazione 
df*IIe formolo, e a proporzione diminuisce 1* utilità che se ne ri* 
trae • 

48. 

La teoria esposta in qu^st* Opuscolo serve ancora alla ri-^ 
cerca dell'integrale per serie dell'equazioni a differenze parziali 
infinitesime. Sia proposta TequAzione 

d^z dz ^dz a 

ove y 9 i y e ^ sono quantità costanti, e si domandi di esprì- 
mere per serie l'integrale completo di essa ; Contentandoci ia 
primo luogo di un integrale particolare povghiamp 

o -^ i dy a dy^ 3 dy^ 

ove A^ » -^. » -^^ 9 ce. sono funzioni di x da determinarsi , 
Ola' ' 

• Fy una funzione arbitraria di y; e sostit.uendo questo valo- 
re di a nella proposta avremo 

Tom. Iti. 35 
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-(-. 



»A dA 
o o 



dx* dx 



-^A^Fy 



jI*A dA . .- 



yM dA 




rfx» 'dm a 

E siccome F,y è noa fansione arbitraria, dovranno sranire 

dF à^F 
paratamente i coeflBcienti di F.y, -j- , j-j , ec. , onde avreino 

per determinare A ^ A ^ A y^» Tequasioni 

d^A dA^ 

^ ' djQ'' ^ dx o 

d^A^ dA^ 

»-r— : — -H?u4.— Ji4_=:o 

dx^ ^ dx ' o 

e generalmente 

d^A dA 

Tatto adunque dipende dalla integrazione di questa equa- 
zione, ch(^è a differenze parziali finite ed infinitesime. L'inte- 
grale di essa (ii) ò il seguente 

ove a e b sono le radici della equasÈione t^-^yt-^^zso . Per. de- 
terminare la funzione arbitraria (p^ si osservi, che si può soddi- 
sfare alla equazione (i) con prendere A =« ^ . Pertanto, po- 
sta /;=o, sarà A sre^^sM^^c^ '^?^.ar, e quindi avremo 

j^.^^-^^*. OT^fPdxPe^'^> è =:li!l-!!, ove trascuro 
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le fututioni arbitrarie dip, perchè non ho bisogno che di un fa- 
lere particolare di ^ . Sarà dunque jÌ := — f— Z — ^ , cioè 

Per determinare le fnnzioDi C , C , ee, sottituia- 

mo il valore di A nella equazione (a) , e riflettendo che 

a'-f-j^o^/teo, e x=9— a— i, posto Oi-^^fczc troveremo 

cC -*^C =o 

cC -4-cC -^C. s:o 

^fP-^l ^fP '#/^-Hi 

• generalmente 

la') cC H-cC -f-C =0 . 

Fapciamo C = — ^ — B , ed avremo 

B -B =o 

(a") B ,-B . =J? 

L' integrale di qaestit equazione è B ==2'^^.(/^4-/-) ^ ove la ca- 
ratteristica 2 denota la somma presa per rapporto a /? > e per 
determinare la funzione.^ ponendo r^Li troveremo 



pertanto S. _^^=S *.(/»-t-i)=2\i, cioè 

r,p-^-^l i.a . . . . r l,r i .a. . . . (r—i) 

a , r I . a . . • (r— a) r , r 

e postovi /9-w— I in luogo di p 

''fP I . a^ r J,r i.a...(p-i» i) 

(jM-r-i).. (^ ) 



■*.— 
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Se sostituiamo questo valore nella equazione (a'')« vedremo che 

tutte le funzioni D ^ D , ec« sono costanti : sarà 

1 , r a , r 

dunque 



''•/^ /— c/ i.a,^..r i.a... (r— i) A^- 

Ora io osservo , che senza nulla togliere alla generalità si può 

dare qualunque valore determinato alle <)ostanti ly , ly , ec. 

Infatti sostitueùdo in ^ il valore di C » ^ lasciando quo» 

P , ^ f P ^ 

ste costanti sotto una forma indeterminata avremo 

axA '^ c\ e fdx 

Se poi diamo un valore particolare alle contanti» se per esem-» 
pio le ponghiamo tutte eguali a.zero, troveremo 

flx ] c\' c/djr 

a/x» a 3W»F 

— f — — X'k' — I -7-7 -»- ec. 

:«\i .a e ' c^/ a/* 

Questi due valori di z sono egualmente generali; poiché senza 

accrescere la generalità del secondo vi si può mettere 

p dF ,d^F . , j. -, 

/'.y-4-/»j--H» T— j H-ec. m luogo di F.y, e si possono sempre 

determinare le costanti m; m'y ec. in modo, che il secondo va- 
lore dopo la sostituzione diventi identico al primo. 

Siccome adunque possiamo prendere a piacere il valore di 
queste costanti , affine di ottenere j4 espressa pii!i semplice- 

mente determiniamole in modo , che nel valore di A svanisca 

^ P 

il termine senza x, cioè C . Avremo primieramente D':srì, 

e quindi 
Q ^ ' (;^— r)(/M-r--i)(/M-^->a)..>(/M-i) 
^fP f^^^r I . a r 



/ vr V 1 . a . . . . (r— a) J . . . (r--S) ' * ' / 
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« £u!endo rssp 



^ ' ' 1 . a CP~*) 

onde, perchè ivaaisca C qualunque ria p, conTerrà cha 

•iano eguali a zero tutte le cottane X>", -D"', • • • -D^ • Sa» 
pertanto i fp-r)(p^~i)(; >-Hr~a) . . , (/>^i) 

e perdo 

a 

(/^3)(/>-»-a)(fM-i) ^^ . 

"" I . a • 3 e» I . a . . . (y?— 3) 

I . |a»--ft)(ag--3)^(£-4-i) £ 

f . a (i^— lìc^""' 

Se invece di prendere A^tzb aveuimo poato A^z=» ,. 

che è on' altro integrale particolare della eqnaaione (i), •arem- 
mo ginati similmente ad un'altra «erie 

ed è chiaro che il valore trovato di A ri caogerà in quello di 
B , purché wlo vi «i muU a in * , e Ì in a , e per conse- 

Kueaaa è in --e . Onde finalmente 

dF . d»F j d*F 

sarà l'integrale completo della proposta, il qn$l^ contiene lo 
due funzioni arbitrarie F.y ^ f^y- 



'4 

-ec. 



y 
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49- 

Questa forma d'integrale cessa di aver luogo, quando le 
due quantità a e b sono eguali . Per trovare in questo caso 
riategrale della proposta ripigliamo il valore di A , che allo*- 

ra diventa 

A ^Pe'^fPdx^P^jic , 
P 
ax 



• riflettendo che A =:« troveremo f.xzzi . Quindi sari 

P Vi. a. ..a/? 'f/^i...(i^p— i) a,/> |.,.(a^a) V»// 

Sostituendo questo valore nella eqmasione (a), e ricordandoci 
che nel caso di a e i eguali abbiamo 2aH-}^:=o otterremo per 
determinare la funzione C TequaBione 

C =C 

'•»/-»-i ^fP 

Saranno perciò C • C , ec« costanti, e facendole per 

. ^ $ P ^f P ^ 

più semplicità tutte eguali a zero avremo 

A^Pe'^.—JLL , 

P I • a . • • • ^ 



e per conseguenza 

axì„ 9r» dF >ar* d»F 9*x^ d*F \ 

\ -^ i.sàdy i .;à.6.4dx^ i .a.3.4.5.64r' / 

Ma nel caso di a e ^ eguali in luogo di A ^ze^ ti può an- 



che prendere -^^^^ ^x^ il qual valore soddisfi egualmente al* 
la equazione (i). Ciò posto sarà f.serrx, ed 



A^sS^t j^dx P.x\ onde con un discorso simile al prece- 
dente si troverà 

a0<4*i 
- AzziP^"" f- 



P I . a . . . • \%p^i) * 

• quindi avremo 
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e questo Talore di z aggiunto all'altro trovato di sopra ci darà 
r integrale completo della proposta 

,^ ax\ *^ •''•^'*" 41 W/"** 4 dy) 
'— ^ '^ gag* ìd^F X d^f\ 

^a.3.4 \<r*"**"s"</r*/ 

So. 

A questi medesimi risultati si può giungere con un'altro 
metodo^ il quale invero è meno diretto» ma assai più semplice • 
Si ponga nella proposta 

d^z dz ^ ^ dz 

dx» ' dx ^ dy 

in luogo di z la quantità e -^ > ove m ed 1» sono costan-' 

. ti, ed avremo tra m ed n l'equazione 

(e) m*'^ynt^'^x=::o . 
Ammessa tra m ed n k relazione stabilita in questa equazione 

sarà zsze^ "^ ^ un integrale particolare della proposta • Si 

svolga adesso in una serie ordinata per le potenze di n ia 

.. mx 
quantità e » e sia 

1 A' 5 

avremo moltiplicando per e ^ 

zzze'^^'^^^:=:A i^'^^A n^'^^An^e ^^^A^n^e ^-<-ec. , 
la qual serie si può mettere sotto la forma 

Ora siccome questo valore di z soddisfa alla proposta, fattane la 
sostituzione in essa dovranno svanire separatamente i coefHcieii- 

,. ,. ny d,e ^ d^,e^ • ~ • i* t /> • 

tr di e -^ , ^ , —^ — : i» ec. a motivo di n qualunque. Quin** 

dy dy^ 

di se in luogo di e •'^ ponghiamo qualsivoglia funzione arbitra!P- 
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ria di * , cioè P^y, •rauinmao ^ludmentie dopo la ontitiizioiie i 



coeflbìesti di F.y, g- , ^j-j- , che tono qacllì' tumk di e*-''^ 

^:f , ^ '^ » ce. Dvaqac toddisfaià alla pnpoata la 

éiy dy* 

dP d^F d*F 

o -^ i dy a dj^ 3 dj 



e tìceoflic dne 0erìe n ottcogoDO per e , dae «nuli ralori 
si avranno per e, e la loro iomiiiA Gomprendendo due foosioiii 
arbitrarie farà TiDt^rale completo della proposta. 

Parrebbe a prima TÌsta, cbe tnrecedi pfeadeie dalla eq[iia- 
xjooe (e) il valore di m per n fotte più templice di pceodeie 
quello di n per m. Ma ticcome non ti aTrd[>be che nna aerie so- 
la per esprimere il Talore ài e ^, non ti otterrebbe in tal modo, 
che nn integrale particolare^ perchè comprenderebbe ana tola 
f anzione arbitraria . 

Mediante qnetto metodo, che ti dere all'fllottre Geometra 
i, ti ridnce la ricerca dell'integrale alla evolòaione di 

e in nna terìt ordinata per le potense intere di Ji . Al compi* 

m^nto di etto ti richiede V evolasdone della quantità e in tal 
modo etegnita , che ci fiicoia conotoert il valore generale di ^ ; 

lo che potrà ottenerti per mezso del teorema di Laplace (44) • 
Tratpoitando qaetto teorema alle pretenti denominasioni a* 
vremo 

A ^^ I • a • • • • pdfr 

1 . a {p'^\)dm'^ 

ove m— a, m— & sono i fattori d^]la quantità m^-^-rm^y e dob* 
bitmo fare /i^o dopi^ le differenziazioni relative ad /i, ed msa 
dopo tutte le differenziazioni. 

Incominciando dall' eteguire le differenziazioni relative ad 
n, e facendo poi nz:o avremo 



\ 
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jP.lqg,[(i»~a)(i«-^)>-fa] _ 9P ^ 

• quindi farà 



Difierennando adetio per rapporto ad m otterremo 

{p-i){p-a)d^.(m^)'P dP'^.e^ mxdP'^ .(m-b)'^ 

s 

•d eMgutfndo le differenaìanooi di «"** e di {m<-4>f^ 

Ih. ___^: («-J) /— .^ 



Quindi facendo. m^=a troveremo finalmente 

xP p^i xP-' (p^2)(p^i) rr^*^ 

(o-^)/- j i.a.3(a^)» ' i.a...(;>— 3) 

i,(ap— a)(ap^3) . . . . (p^^ ) f^ 

i,a . . . . (;e>— I )(a— ft)^"* 



li onal valore combina oe» c^nello, che abbiamo trovato (43) 
coir altro metodo . 

5i. 

Il caso di a^dk ci presenta il medesimo inconveniente osser* 
vato al num.o 49* ' poiché l*eqaaasione (e), che allora diventa 

((?) (/»— a)«— J/i=:o 
Tom. in. 36 
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non ci permette di svolgere il valore di e per le poterne in»» 
fere di n. Mancando questa evoluzione il metodo del num.* 
passato è da se solo insafficiente per la ricerca dell'integrale 
della proposta : ma usando un particolare artifizio potremo giun- 
gere anche iu questo caso al valore completo di z. Infatti pren- 
dendo dalla equazione (e) il valore di m avremo nr^nrf\/9n , a 
mx-^ny ax-^nydca\/9n a -i ' • • i ^• 



ta e ^ sarà 



lita^J/'ft 



onde prendendo due costanti arbitrarie C e C otterremo il 
guente valore particolare di z 

zzzCe ^l i^a\/fn^ — 9n^ — 3 J/ij/8»-#-ec. 1 

-♦-Ce ^l I— jti/^»^ — J/i— — xS/i^/S^-i-ec. 1 . 

Se facciamo Ct^^iz — , questo valore di z diventerà 

(e) «=e'**-^'^(i^^3fiH.^>»»»^c.) 
e ponendo -^r=C=s — =- si cangerà in 



Ora da quest^ equazioni (e), {e'), le quali egualmente soddi- 
sfanno alla proposta, col discorso usato di sopra dedurremo 
l'integrale completo 

^^/p 9x» dF J«jc* d»F \ 
z=ze ^F.y^—^^-^—^c.J 

Sa. 

Laplace in una sua Memoria suir equazioni a differenze 
parziali pubblicata nel volume dell' Accademia delle Scienze di 
Parigi dell'anno 1773. asserisce, che Tequazione da noi con*- 
templata 



OPUSCOLO ni. aSS 

dx* ' dx ^ dy ^ 
se 81 eccettua il caso di J=ro, non è suscettibile d* integrale 
completo né pure espresso per una serie infinita. La proposi-^ 
zione di questo gran Geometra si deve cosi interpretare; Finte- 
graie cioè essere impossibile sotto la torma da lui assegnata alla 
serie y che è la sego ente 

«=^F.^-f.5/rf^F.^-^C/»rf^aF.^^ec. 
la quale progredisce secondo gl'integrali delia funzione arbitra- 
ria. Poiché è stato da esso rigorosamente dimostrato , che una 
tal forma è impossibile qualunque funzione di :r ed y sia ^; ma 
la dimostrazione non è applicabile ad una serie, la quale proce-^ 
da per i differenziali della funzione arbitraria. Infatti non solo 
abbiamo trovato possibile il valore di z espresso dalla serie 

Al? A àF . d^F 
o ^ i dy a dy^ />. 

ma abbiamo in tatti i casi assegnato il termine generale 

dPp 



-^p di questa serie. 



dj 



53. 



Se facciamo y-^^fuxuzza^ y-^kszz$^ essendo h e k costanti^ 
ed introduciamo nella proposta in luogo di ^ ed y le nuove va« 
riabili u e t, avremo la trasformata 

alla quale applicando i metodi precedenti ne dedurremo il va« 
lore di z espresso per serie infinita > che conterrà due funzioni 
arbitrarie, dì z« o di ^ , cioè di y^^bx o diy^tJcx . Quindi potrei 
mo avere l'integrale della proposta sotto infinite forme diverse 
secondo gl'infiniti valori , che possiamo dare alle costanti h e k . 
Posta A'=o la trasformata diventerà 

la quale è affatto simile alla proposta, e la proposta si cangia in 

• y ^ • 

questa, se si pone u o sia y^hx iu luogo di ^, -r- — r^ in 

luogo di y^ r- in luogo di 9, e j^ invece di ^. In questo caso si 



ì 

;•«* 



y 
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troverà la nuova serie che espiìnie il valore di z sensa nuovo 
calcolo 9 e basterà fare i precedeoti cangiamenti nel valore tro- 
vato di A • 

^ P 54. 

Le medesime trasformazioni potranno qualche volta con- 
durci a trovare l'integrale completò di queirequazieni , che Doà 
lo ammettono sotto la forma primitiva. Prendiamo per esempio 
a considerare Tequazione 



dxdx 
e facendo zisie'^'^^^ troveremo dopo la sostituzione mf»-a^:=:o , 



cioè' mzz — , e perciò 



I» an* a.'OA* 

Moltiplicando per e ^avremo 

\ n an» a,d«« / 

la qual quantità si può mettere sotto la forma 

Quindi col discorso usato di sopra vedremo che dovrà alla pro- 
posta soddisfare anche la formdia più generale 

Ma siccome non abbiamo che un solo valore di m^ non potre- 
mo ottenere l'integrale completo della proposta , perchè la for- 
mola precedente non comprende che una sola funzione arbi- 
traria . 

Per conseguire T integrale completo facendo icsf-^Juc , 
<=3r-»-A-:p introduciamo nella proposta in luogo di x ed y le 
nuove variabili ^ ed u , ed avremo la trasformata 

o sia pon endò per più semplicità A=i , &=— i 
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Se facciamo come sopra 

« dF d^F M d^F 

ove A 9 A 9 ^ » ec. sodo funisiopi di u^ o soAtitiiiamo qtussto 

valore in luogo di z , troveremo tra le quantità A , A . A., 

o a i^ 

ec. le medesifoe rekaiooi » obe esiatODO tra If quantità A , Am^ 
Af,, ec. ; ond'è facile vedere che potremo dare sl zìa forma se- 
guente 

z=:AF.t^A -rrr'^A'-rrr "♦"-«a-rr-H ec. 
O 1 dt^ stdt^ 6dt* 

Ciò posto se sostituiamo nella equazione precedente questo va- 
lore in luogo di z y otterremo per determinare le quantità A , 

A f A f ec. l'equaaioni 

\^A zzo 



du^ o 

# d^A 

P^' ^-A ^A =0. ^ 
du^ P-*-^ P 

Quest'equazioni sono comprese nell' equasìoni (i) ed (a) del. 

num.<> 4^* 9 ^ il valore di A quivi trovato si cangerà perciò ia 

quello che conviene al caso presente, purché vi si ponga u o 
sia y-f-ar in luogo di x, —a in luogo di &, e T unità in luo- 
go di 9 « Dal valore di A si dedurrà quello di B , se nel 

primo si muterà a in —a; e la formola 

o ^ < I dj^ a dy^ 

^Bf.{y^^)^B ^^B ^^c. ^ 
qj \j f I ^^a a dy^ 

che contiene le due funaioni arbitrarie F.^y^^x) e f.(y^^x) sarà 
r integrale completo della equazione 

d^z 

dxdr 



/ 



